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ƑƎ ăFPSZ                                              ƍƌƓ
ƑƎƍ "VUPDPSSFMBUJPO NFBTVSFNFOUT                         ƍƌƓ
ƑƎƎ -JOFBS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO                          ƍƌƔ
ƑƎƏ 'PSXBSE NPEFM                                   ƍƌƕ
ƑƎƐ $PSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT BOE UIF +BDPCJBO     ƍƍƌ
ƑƎƑ 3FHVMBSJTBUJPO                                   ƍƍƎ
ƑƏ 3FTVMUT                                              ƍƍƎ
ƑƏƍ $PSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT                ƍƍƏ
ƑƏƎ *NBHF SFDPOTUSVDUJPO OPJTF BOE SFHVMBSJTBUJPO              ƍƎƌ
ƑƐ $PODVMTJPOT                                          ƍƎƕ
ƒ 'VUVSF XPSL BOE TVNNBSZ ƍƏƏ
ƒƍ 'VUVSF XPSL                                           ƍƏƏ
ƒƍƍ 'PSXBSE NPEFMMJOH                                ƍƏƏ
ƒƍƎ ăF JOWFSTF QSPCMFN                                ƍƏƑ
ƒƍƏ 5PXBSET DMJOJDBM BQQMJDBUJPO                           ƍƏƒ
ƒƎ 4VNNBSZ                                            ƍƏƔ
#JCMJPHSBQIZ ƍƐƌ
Ɣ
-JTU PG đHVSFT
Ǝƍ 5JNF WBSZJOH BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU PG UIF TDBUUFSFST PG B UVSCJE NFEJVN QFS
UVSCJOH UIF PQUJDBM QBUI CFUXFFO TDBUUFSJOH TJUFT                     ƎƔ
ƎƎ 5JNF WBSZJOH JOEFY PG SFGSBDUJPO PWFS UIF MFOHUI PG BO PQUJDBM QBUI EVF UP QFS
UVSCBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO CZ BO BQQMJFE BDPVTUJD đFME            Ǝƕ
ƎƏ 'PSN PG UIF FMFDUSJD đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO BOE QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ
JO B EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ BOE BDPVTUPPQUJD NFBTVSFNFOU          ƏƎ
Əƍ "SDIJUFDUVSF PG UIF TJNVMBUJPO GSBNFXPSL EFNPOTUSBUJOH UIF JOQVU EBUBTFUT PS
HBOJTBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN DPEF BOE SFMBUJPOTIJQ UP UIF ."5-"#
FOWJSPONFOU                                             Ɛƒ
ƏƎ "SDIJUFDUVSF PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN JMMVTUSBUJOH UIF QBSBMMFM FYFDVUJPO PG
NBOZ UIPVTBOET PG JOEJWJEVBM QSPQBHBUJPO LFSOFMT FBDI SFTQPOTJCMF GPS B TJO
HMF QIPUPO QBDLFU                                         ƐƔ
ƏƏ $PNQBSJTPO PG UIF EFQUI SFTPMWFE VOJUMFTT ĔVFODF JO B TFNJJOđOJUF NFEJVN
BT DPNQVUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BHBJOTU UIBU DPNQVUFE CZ $6%".
$.- JO BEEJUJPO UP BO FYQPOFOUJBM đU BDDPSEJOH UP EJĈVTJPO UIFPSZ        ƒƏ
ƏƐ 1MPU PG UIF SBEJBMMZ SFTPMWFE SFĔFDUBODF GSPN B NVMUJMBZFSFE TMBC BT DBMDVMBUFE
CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN.$.- BOE B EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO         ƒƐ
ƏƑ .FTI FNQMPZFE JO UIF TJNVMBUJPO PG đHVSFT Əƒ BOE ƏƓ GPS UIF TFSJFT PG DPODFO
USJD TIFMMT                                               ƒƑ
Əƒ 1MPU PG ĔVY PO UIF PVUFS TVSGBDF PG UIF DPODFOUSJD TQIFSFT WT BOHMF GSPN UIF
JMMVNJOBUJPO TPVSDF DBTF ƍ                                    ƒƒ
ƏƓ 1MPU PG ĔVY PO UIF PVUFS TVSGBDF PG UIF DPODFOUSJD TQIFSFT WT BOHMF GSPN UIF
JMMVNJOBUJPO TPVSDF DBTF Ǝ                                    ƒƒ
ƏƔ 5FNQPSBMMZ SFTPMWFE SFĔFDUBODF 	VQQFS DVSWF
 BOE USBOTNJUUBODF 	MPXFS DVSWF

GPS B TMBC PG PQUJDBM QSPQFSUJFT HJWFO JO UIF UFYU SFTPMWFE BU B SBEJBM EJTUBODF
r = 30NN GSPN UIF TPVSDF                                   ƒƓ
Əƕ 5FNQPSBMMZ SFTPMWFE UPUBM USBOTNJUUBODF GPS B TMBC PG PQUJDBM QSPQFSUJFT HJWFO
JO UIF UFYU XJUI SFMBUJWF SFGSBDUJWF JOEFY PG n = 1.4 	VQQFS DVSWF
 BOE n = 1
	MPXFS DVSWF
                                            ƒƔ
ƕ
Əƍƌ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċDJFOUµa       ƒƕ
Əƍƍ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ fa               Ɠƌ
ƏƍƎ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEFA      Ɠƌ
ƏƍƏ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµs             Ɠƍ
ƏƍƐ .PEVMBUJPO EFQUI JO B TMBC HFPNFUSZ JOTPOJđFE CZ B DPMVNO PG VMUSBTPVOE    ƓƎ
ƏƍƑ .PEVMBUJPO EFQUI BMPOH UIF SFĔFDUJPO BOE USBOTNJTTJPO BYFT PG B TMBC HFPNFUSZ
JOTPOJđFE CZ B DPMVNO PG VMUSBTPVOE                             ƓƏ
Əƍƒ 4QBUJBM TFOTJUJWJUZ NBQT 	ſ DIBOHF GSPN SFGFSFODF WBMVF
 *OXBSE BSSPXT EF
QJDU UIF TPVSDF BOE PVUXBSE BSSPXT UIF EFUFDUPS MPDBUJPO ăF EPUUFE FMMJQTF
JMMVTUSBUFT UIF GPDVT PG UIF VMUSBTPVOE SFHJPO                        ƓƓ
Ɛƍ ;FSPUI IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF SFGFS
FODF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO                                 ƕƔ
ƐƎ ;FSPUI IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF TUBO
EBSE DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS TJNQMJđFE
TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE                                   ƕƔ
ƐƏ ;FSPUIIBSNPOJD DPSSFMBUJPOĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF UIJSE PS
EFS TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPSSFMBUJPO USBOT
QPSU FRVBUJPO                                            ƕƕ
ƐƐ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF SFGFSFODF
.POUF$BSMP TJNVMBUJPO                                     ƍƌƌ
ƐƑ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF TUBOEBSE
DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS TJNQMJđFE TQIFS
JDBM IBSNPOJD NFUIPE                                      ƍƌƌ
Ɛƒ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF UIJSE PS
EFS TJNQMJđFE TQIFSJD IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPSSFMBUJPO USBOT
QPSU FRVBUJPO                                            ƍƌƍ
ƐƓ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJDNPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO.%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF SFGFSFODF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO                          ƍƌƍ
ƐƔ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJDNPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO.%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF TUBOEBSE DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS
TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE /PUF UIBU UIF DPMPVS TDBMF JT MJNJUFE UP
UIBU PG UIF SFGFSFODF TPMVUJPO                                  ƍƌƎ
Ɛƕ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJDNPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO.%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF UIJSE PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJD IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPS
SFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO                                   ƍƌƎ
ƍƌ
Ɛƍƌ 1FSDFOUBHF FSSPS NPEVMBUJPO EFQUI CFUXFFO P1 DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJ
NBUJPO BOE SFGFSFODF .POUF$BSMP TPMVUJPO                        ƍƌƏ
Ɛƍƍ 1FSDFOUBHF FSSPS NPEVMBUJPO EFQUI CFUXFFO 4P3 BQQSPYJNBUJPO BOE SFGFSFODF
.POUF$BSMP TPMVUJPO                                      ƍƌƐ
Ƒƍ *MMVTUSBUJPO PG UIF GPSN PG UIF NFBTVSFNFOU JO BVUPDPSSFMBUJPO 605        ƍƌƓ
ƑƎ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF BU MBH τ = 0 XJUI B 4DN TPVSDF
EFUFDUPS TQBDJOH                                          ƍƍƐ
ƑƏ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS BO "$ NFBTVSFNFOU XJUI
B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE MPDBUFE DMPTF UP EFUFDUPS         ƍƍƑ
ƑƐ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS BO "$ NFBTVSFNFOU XJUI
B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE JO SFHJPO PG TFOTJUJWJUZ          ƍƍƑ
ƑƑ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS BO "$ NFBTVSFNFOU XJUI
B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE PO FEHF PG TFOTJUJWJUZ SFHJPO      ƍƍƒ
Ƒƒ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPEVMBUJPO EFQUI NFB
TVSFNFOU XJUI B4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOEPO FEHF PG TFOTJUJWJUZ
SFHJPO                                                 ƍƍƒ
ƑƓ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF BU MBH τ = 0 XJUI B 4DN TPVSDF
EFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE PO FEHF PG TFOTJUJWJUZ SFHJPO               ƍƍƓ
ƑƔ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF BU MBH τ = 0 XJUI B 4DN TPVSDF
EFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE PO FEHF PG TFOTJUJWJUZ SFHJPO               ƍƍƔ
Ƒƕ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPEVMBUJPO EFQUI NFB
TVSFNFOU PWFS UIJSUZTJY VMUSBTPVOE TDBO MPDBUJPOT XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS
TQBDJOH                                                 ƍƍƕ
Ƒƍƌ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPO NPEF BU MBH τ = 0 XJUI B 5DN
TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH                                     ƍƎƌ
Ƒƍƍ 605BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPONPEF GPS BO"$NFBTVSFNFOU XJUI
B 5DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE PO FEHF PG TFOTJUJWJUZ SFHJPO      ƍƎƍ
ƑƍƎ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPO NPEF BU MBH τ = 0 XJUI B 5DN
TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH VMUSBTPVOE PO FEHF PG TFOTJUJWJUZ SFHJPO          ƍƎƍ
ƑƍƏ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPONPEF GPS BNPEVMBUJPO EFQUINFB
TVSFNFOU PWFS UIJSUZTJY VMUSBTPVOE TDBO MPDBUJPOT XJUI B 5DN TPVSDFEFUFDUPS
TQBDJOH                                                 ƍƎƎ
ƑƍƐ "CTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO GPS IPNPHFOFPVT CBDLHSPVOE MJOFBS SFDPOTUSVDUJPO  ƍƎƏ
ƑƍƑ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF SBOLPOF [FSPMBH +BDPCJBO                        ƍƎƐ
Ƒƍƒ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 "$ +BDPCJBO                             ƍƎƑ
ƑƍƓ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 "$ +BDPCJBO XJUI 0.01%(BVTTJBO OPJTF          ƍƎƒ
ƍƍ
ƑƍƔ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO                   ƍƎƓ
Ƒƍƕ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO XJUI 0.1%(BVTTJBO OPJTF  ƍƎƓ
ƑƎƌ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO XJUI 1%(BVTTJBO OPJTF   ƍƎƔ
ƑƎƍ %JSFDU NBQQJOH BQQSPBDI UP SFDPOTUSVDUJPO PG BO BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO VT
JOH B NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU JO SFĔFDUJPO NPEF XJUIPVU OPJTF      ƍƎƕ
ƑƎƎ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF605NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO USBOTNJTTJPONPEF XJUI
PVU OPJTF                                               ƍƏƌ
ƑƎƏ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO USBOTNJTTJPO NPEF XJUI
0.1%(BVTTJBO OPJTF                                       ƍƏƍ
ƑƎƐ -JOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO PO BO IPNPHFOFPVT CBDL
HSPVOE VTJOH UIF 605 NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO USBOTNJTTJPO NPEF XJUI
1%(BVTTJBO OPJTF                                         ƍƏƍ
ƍƎ
-JTU PG UBCMFT
Əƍ $PNQBSJTPO PG UIF EJĈVTF SFĔFDUBODF BOE UPUBM USBOTNJUUBODF PG B UIJO TMBC
XJUI NBUDIFE CPVOEBSZ QSFEJDUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BHBJOTU B EJĈV
TJPO NPEFM BOE BMUFSOBUJWF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO DPEFT               ƒƎ
ƏƎ 0QUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF NVMUJMBZFSFE TMBC HFPNFUSZ FNQMPZFE JO UIF TJNVMB
UJPO PG đHVSF ƏƐ                                          ƒƏ
ƏƏ 0QUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF DPDFOUSJD TIFMMT <NN¢ƍ> FNQMPZFE JO UIF TJNVMBUJPO
PG đHVSFT Əƒ BOE ƏƓ                                        ƒƑ
ƏƐ &YFDVUJPO TQFFE 	QIPUPO QBDLFUTNT
 PG BMUFSOBUJWF BDPVTUPPQUJD TJNVMBUJPO
QSPHSBNT BOE DPOđHVSBUJPOT                                  ƓƐ
ƍƏ
$IBQUFS ƍ
*OUSPEVDUJPO
ăF đFME PG CJPNFEJDBM JNBHJOH FODPNQBTTFT UIF TUVEZ PG UFDIOJRVFT EFTJHOFE UP QSPEVDF
JNBHFT PG DMJOJDBMMZ PS TDJFOUJđDBMMZ SFMFWBOU SFQSFTFOUBUJPOT PG BOBUPNZ BOE CJPMPHJDBM QSP
DFTTFT ăF JOGPSNBUJPO QSFTFOUFE JO TVDI JNBHFT JT CSPBE SBOHJOH GSPN UIF EFMJOFBUJPO PG
BOBUPNJDBM TUSVDUVSFT UP UIF DPODFOUSBUJPOT PG NPMFDVMBS CJPNBSLFST BOE B DPNNFOTVSBUF
OVNCFS PG JNBHJOH UFDIOJRVFT IBWF CFFO EFTJHO UP DBQUVSF UIF SFRVJTJUF EBUB
ăF TVCKFDU PG UIJT XPSL JT POF TVDI UFDIOJRVFVMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSB
QIZ 	605 BMTP LOPXO BT 6.0564.05
 ăJT IZCSJE JNBHJOH UFDIOJRVF BJNT UP DPN
CJOF UIF PQUJDBM DPOUSBTU PG CJPMPHJDBM UJTTVFT BU OFBSJOGSBSFE XBWFMFOHUIT XJUI UIF TQBUJBM
SFTPMVUJPO PG GPDVTFE VMUSBTPVOE đFMET JO PSEFS UP QSPWJEF IJHIMZ MPDBMJTFE NFBTVSFNFOUT PG
UIF PQUJDBM QSPQFSUJFT PG CJPMPHJDBM UJTTVFT
*O UIJT DIBQUFS XF XJMM CFHJO CZ QMBDJOH 605 JO DPOUFYU XJUI BMUFSOBUJWF PQUJDBM JNBH
JOH UFDIOJRVFT CFGPSF DPOTJEFSJOH JO HSFBUFS EFQUI UIF DIBMMFOHFT GBDFE JO JUT EFWFMPQNFOU
'JOBMMZ XF QSPWJEF BO PWFSWJFX PG UIJT XPSL BOE JUT DPOUSJCVUJPO UP UIF đFME
ƍƍ #JPNFEJDBM PQUJDBM JNBHJOH
0QUJDBM JNBHJOH UFDIOJRVFT IBWF OVNFSPVT BUUSBDUJWF RVBMJUJFT 6OMJLF NPEBMJUJFT TVDI BT
9SBZ DPNQVUFE UPNPHSBQIZ 	$5
 <ƒƌ> PS QPTJUSPO FNJTTJPO UPNPHSBQIZ 	1&5
<ƐƑ> UIF
SBEJBUJPO FNQMPZFE JT OPOJPOJTJOH 'VSUIFSNPSF UIF TNBMM TJ[F BOE MPX DPTU PG UIF SFRVJ
TJUF IBSEXBSF 	DPOUSBTUFE XJUI UFDIOJRVFT TVDI BT NBHOFUJD SFTPOBODF JNBHJOH
 TVHHFTU UIBU
CFETJEF NPOJUPSJOH DPVME CF DPNNPOQMBDF JO UIF OFBSGVUVSF UIF QVMTF PYJNFUFS XIJDI
SFMJFT PO EJĈVTF PQUJDBM UFDIOPMPHZ JT BMSFBEZ VCJRVJUPVT JO DMJOJDBM FOWJSPONFOUT
#JPNFEJDBM UFDIOJRVFT EFTJHOFE UP QSPEVDF JNBHFT XJUI PQUJDBM DPOUSBTU BU TJHOJđDBOU
EFQUI 	BT PQQPTFE UP TVQFSđDJBM UFDIOJRVFT TVDI BT TUBOEBSENJDSPTDPQZ PS PQUJDBM DPIFSFODF
UPNPHSBQIZ <ƍƎƍ>
 UZQJDBMMZ PQFSBUF JO UIF OFBSJOGSBSFE SFHJPO PG UIF FMFDUSPNBHOFUJD TQFD
USVN 	DJSDB 6001100ON
 ăJT SBOHF PG XBWFMFOHUIT PĕFO EFOPUFE UIF APQUJDBM XJOEPX JT
DIPTFO GPS UXP QSJODJQMF SFBTPOT
ƍƐ
ƍƍ #JPNFEJDBM PQUJDBM JNBHJOH ƍƑ
ƍ #JPMPHJDBM UJTTVFT BSF SFMBUJWFMZ USBOTQBSFOU JO UIF PQUJDBM XJOEPX BOE UIVT MJHIU QSPC
JOH UIFNFEJVN DBO QFOFUSBUF EFFQFS UIBO JT QPTTJCMF VTJOH TVSSPVOEJOH SFHJPOT PG UIF
TQFDUSVN "U XBWFMFOHUIT TIPSUFS UIBO UIPTF JO UIF PQUJDBM XJOEPX UIF BCTPSQUJPO
PG PYZHFOBUFE BOE EFPYZHFOBUFE IBFNPHMPCJO QSFTFOU JO CMPPE RVJDLMZ BUUFOVBUFT JO
DJEFOU SBEJBUJPO "U MPOHFS XBWFMFOHUIT UIF TBNF FĈFDU PDDVST EVF UP UIF JODSFBTJOH
BCTPSQUJPO PG XBUFS
Ǝ 8IFONVMUJQMF XBWFMFOHUIT PG JMMVNJOBUJPO BSF FNQMPZFE UIF EBUB NBZ CF DPNCJOFE
WJB LOPXMFEHF PG UIF BCTPSQUJPO TQFDUSB PG WBSJPVT DISPNPQIPSFT 	TVDI BT UIF BGPSF
NFOUJPOFE IBFNPHMPCJO
 UP JOGFS QBSBNFUFST TVDI BT PYZHFO TBUVSBUJPO *O UVSO TVDI
NFBTVSFT NBZ JOEJDBUF VOEFSMZJOH QBUIPMPHJFT FH JODSFBTFE WBTDVMBSJTBUJPO EVF UP
UVNPVS BOHJPHFOFTJT PS TFSWF BT BO JOEJDBUPS PG UIF QSPHSFTT PG USFBUNFOUT XIJDI
UIFNTFMWFT BMUFS UIF PQUJDBM QSPQFSUJFT PG UJTTVFT FH UIFSNBM OFDSPTJT CZ UIFSBQFVUJD
IJHIJOUFOTJUZ GPDVTFE VMUSBTPVOE 	)*'6

ăFTFQSPQFSUJFT IBWFCFFO FYUFOTJWFMZ FYQMPJUFE JO UIFđFMEPGOFBSJOGSBSFE TQFDUSPTDPQZ
	/*34
 <ƑƔ> " QSJODJQBM BQQMJDBUJPO JT JO EFUFSNJOJOH UIF TUBUF PG CMPPE PYZHFOBUJPO JO UIF
CSBJO XIJDI JT SFMBUFE UP UIF MPDBM PYZHFO EFNBOE BOE JO UVSO GVODUJPOBM BDUJWBUJPO
8IJMTU MJHIU JO UIF PQUJDBM XJOEPX JT DBQBCMF PG QFOFUSBUJOH EFFQ JOUP UJTTVF PQUJDBM TDBU
UFSJOH DBVTFT UIF JOQVU FOFSHZ UP RVJDLMZ EJĈVTF UISPVHIPVU UIF UJTTVF TJHOJđDBOUMZ MJNJUJOH
UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO PG TVDI UFDIOJRVFT ăF EFTJSF UP MPDBMJTF DIBOHFT JO UIF DPODFOUSBUJPO
PG WBSJPVT DISPNPQIPSFT TVDI BT IBFNPHMPCJO NPUJWBUFE UIF EFWFMPQNFOU PG EJĈVTF PQUJ
DBM UPNPHSBQIZ 	%05
 <ƍƌ ƎƐ ƐƓ> *O JUT NPTU CBTJD GPSN %05 JOWPMWFT UIF DPMMFDUJPO
PG EBUB GSPN NVMUJQMF EFUFDUPST QMBDFE BSPVOE UIF QFSJQIFSZ PG BO PCKFDU XIJDI BSF TVCKFDU
UP JMMVNJOBUJPO GSPN NVMUJQMF DPOUJOVPVT XBWF 	$8
 TPVSDFT " NPEFMCBTFE JNBHF SFDPO
TUSVDUJPO QSPDFEVSF JT UIFO FNQMPZFE UP SFDPOTUSVDU BO JNBHF PG UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU
XJUIJO UIF NFEJVN ăF VTF PG GSFRVFODZ NPEVMBUFE PS QVMTFE TPVSDFT QFSNJUT UIF SFDPWFSZ
OPU POMZ PG UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU CVU BMTP PG UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU PG UIF NFEJVN
<ƍƍ>
%FTQJUF WBSJPVT BEWBODFT UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO JO %05 JT TUJMM MJNJUFE UP BSPVOE ƍƌNN
<ƐƓ> ăF EFTJSF UP JNQSPWF UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO PG %05 XIJMTU NBJOUBJOJOH PQUJDBM DPO
USBTU IBT SFDFOUMZ MFE UP UIF EFWFMPQNFOU PG UXP IZCSJE JNBHJOH NPEBMJUJFT VMUSBTPVOE
NPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ UIF TVCKFDU PG UIJT XPSL BOE QIPUPBDPVTUJD UPNPHSBQIZ
	1"5
 <ƍƔ>
ƍƍƍ 1IPUPBDPVTUJD UPNPHSBQIZ
*O QIPUPBDPVTUJD UPNPHSBQIZ UIF NFEJVN UP CF JNBHFE JT UZQJDBMMZ TVCKFDU UP QVMTFE XJEF
đFME JMMVNJOBUJPO GSPN BO PQUJDBM TPVSDF PQFSBUJOH XJUIJO UIF PQUJDBM XJOEPX " MBTFS JT
UZQJDBMMZ DIPTFO BT UIF PQUJDBM TPVSDF PXJOH UP JUT BCJMJUZ UP HFOFSBUF IJHI QFBL QPXFST BOE
HFOFSBUF TIPSU QVMTFT 	UIPVHI UIF VTF PG IJHI QPXFS MJHIU FNJUUJOH EJPEFT IBT CFFO JOWFTUJ
ƍƍ #JPNFEJDBM PQUJDBM JNBHJOH ƍƒ
HBUFE <Ƒ>
 ăF JOQVU JMMVNJOBUJPO JT BCTPSCFE CZ DISPNPQIPSFT JO UIF UJTTVF DBVTJOH B TNBMM
MPDBM SJTF JO UFNQFSBUVSF ăF SFTVMUJOH UIFSNPFMBTUJD FYQBOTJPO HFOFSBUFT B CSPBECBOE BDPVT
UJD XBWF XIJDI QSPQBHBUFT UISPVHI UIF NFEJVN VOUJM JU JT EFUFDUFE VQPO UIF CPVOEBSZ
#Z CBDL QSPKFDUJOH UIF EFUFDUFE BDPVTUJD đFME UP JUT PSJHJO BO FTUJNBUF JT NBEF PG UIF JOJ
UJBM QIPUPBDPVTUJD QSFTTVSF EJTUSJCVUJPO 4JODF UIF JOJUJBM QSFTTVSF EJTUSJCVUJPO JT EFQFOEFOU
VQPO MPDBM BCTPSQUJPO TP UP JT UIF SFTVMUJOH JNBHF
ăF QFOFUSBUJPO EFQUIXIJDI DBO CF BDIJFWFE JO 1"5 JT QSJNBSJMZ EFQFOEFOU VQPO UIF BU
UFOVBUJPO PG UIF JOQVU JMMVNJOBUJPO 4JODF PQUJDBM BCTPSQUJPO JT BMTP UIF TPVSDF PG JUT DPOUSBTU
UIF UFDIOJRVF DBO BDIJFWF JUT CFTU SFTVMUT JO UIF DBTF PG IJHIMZ BCTPSCJOH UBSHFUT FNCFEEFE JO
XFBLMZ BCTPSCJOH NFEJB EFQUIT PG VQ UP ƐƌNN IBWF CFFO SFQPSUFE JO WJWP JO IVNBO CSFBTU
UJTTVF <ƒƒ> 8JUIPVU UIF VTF PG GPDVTFE PQUJDBM FYDJUBUJPO UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO PG 1"5 JT EF
QFOEFOU VQPO UIF GSFRVFODZ DPOUFOU PG UIF EFUFDUFE BDPVTUJD đFME UIF IJHIFS GSFRVFODJFT PG
XIJDI BSF QSFGFSFOUJBMMZ BCTPSCFE CZ CJPMPHJDBM UJTTVFT *O QSBDUJDF TVCNJMMJNFUSF SFTPMVUJPO
DBO CF BDIJFWFE GPS QFOFUSBUJPO EFQUIT PG BSPVOE B DFOUJNFUSF <ƍƔ>
8IJMTU UIF ASBX QIPUPBDPVTUJD JNBHF PCUBJOFE GSPN BDPVTUJD CBDL QSPKFDUJPO JT QSJODJ
QBMMZ EFQFOEFOU VQPO BCTPSQUJPO UIF BDUVBM SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF JOJUJBM QSFTTVSF EJTUSJ
CVUJPO BOE UIF PQUJDBM DPFċDJFOUT PG UIF NFEJVN JT NPSF DPNQMJDBUFE ăF JOJUJBM QSFTTVSF
EJTUSJCVUJPO JT JO GBDU QSPQPSUJPOBM UIF QSPEVDU PG UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU BOE UIF MPDBM PQ
UJDBM FOFSHZ EFOTJUZ "T TVDI RVBOUJUBUJWF QIPUPBDPVTUJD JNBHJOH SFRVJSFT UIF VTF PG BNPEFM
CBTFE JOWFSTJPO XIJDI DPOTJEFST UIF PQUJDBM USBOTQPSU QSPCMFN <ƏƏ> 4VDI BO BQQSPBDI JT
BMTP PG HSFBU JNQPSUBODF JO QFSNJUUJOH TQFDUSPTDPQJD NFBTVSFNFOUT TJODF UIF PQUJDBM FOFSHZ
EFOTJUZ XJMM DIBOHF XJUI XBWFMFOHUI TVDI UIBU ASBX JNBHFT DBO OPU CF DPOTJEFSFE PO B MJLF
GPSMJLF CBTJT ăF SFDPWFSZ PG UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU JO 1"5 JT DIBMMFOHJOH TJODF JU JT POMZ
SFMBUFE UP UIF NFBTVSFNFOU UISPVHI UIF MPDBM PQUJDBM FOFSHZ EFOTJUZ <ƏƐ>
ƍƍƎ 6MUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ
6MUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ JT BT JUT OBNF TVHHFTUT NPSF DMPTFMZ SFMBUFE UP
%05 UIBO 1"5 JO UFSNT PG JUT QSBDUJDBM JNQMFNFOUBUJPO *O 605 DPIFSFOU PQUJDBM TPVSDFT
BOE EFUFDUPST BSF QMBDFE BSPVOE UIF NFEJVN BOE BO VMUSBTPVOE đFME JT JOUSPEVDFE XIJDI JO
UFSBDUT XJUI UIF PQUJDBM đFME 8F SFGFS UP UIFNFDIBOJTNT PG JOUFSBDUJPO CFUXFFO UIF BDPVTUJD
BOE PQUJDBM đFME BT BDPVTUPPQUJD 	"0
 NPEVMBUJPO /PUF UIBU NBOZ BVUIPST VTF UFSNT TVDI
BT BDPVTUPPQUJD JNBHJOH 	"0*
 BOE BDPVTUPPQUJD UPNPHSBQIZ 	"05
 UP SFGFS UP605 CVU
XF TIBMM SFTFSWF UIF VTF PG UFSNT JOWPMWJOH ABDPVTUPPQUJD UP SFGFS TQFDJđDBMMZ UP UIF NPEVMB
UJPO QSPDFTTFT
8F XJMM FYQMPSF UIF QIZTJDBM CBTJT PG BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO GVSUIFS JO DIBQUFS Ǝ CVU
GPS OPX XF TUBUF UIBU JO DPIFSFOU BDPVTUPPQUJDT UIF PQUJDBM đFME VOEFSHPFT QIBTF NPEV
MBUJPO TVDI UIBU UIF MJHIU XIJDI IBT QBTTFE UISPVHI UIF BDPVTUJD đFME IBT GSFRVFODZ DPN
QPOFOUT TIJĕFE CZ NVMUJQMFT PG UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ 4JODF XF IBWF DPOTJEFSBCMF TQBUJBM
BOE UFNQPSBM DPOUSPM PWFS UIF VMUSBTPVOE đFMEJU DBO CF GPDVTFE JOUP NPTU CJPMPHJDBM NF
ƍƍ #JPNFEJDBM PQUJDBM JNBHJOH ƍƓ
EJB BOE JUT QSPQBHBUJPO TQFFE JT TVDI UIBU UJNF HBUJOH BOE FMFDUSPOJD NPEVMBUJPO DBO CF
BDIJFWFE XJUI SFBEJMZ BWBJMBCMF JOTUSVNFOUBUJPOXF NBZ EFđOF UIF SFHJPO GSPN XIJDI UIF
NPEVMBUFE PS AUBHHFE PQUJDBM đFME JT HFOFSBUFE
" ASBX 605 JNBHF 	B EJSFDU NBQQJOH BQQSPBDI
 BTTJHOT UIF JOUFOTJUZ PG UIF EFUFDUFE
NPEVMBUFE MJHIU UP B QBSUJDVMBS SFHJPO PG BO JNBHF CBTFE VQPO UIF BTTVNFE MPDBUJPO PG UIF
VMUSBTPVOE EJTUSJCVUJPO 0VSNFBTVSFE EBUB JT QSPQPSUJPOBM UP UIF QSPEVDU PG UIF MPDBM BDPVT
UJD JOUFOTJUZ BOE UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ 	UIBU JT UIF QSPCBCJMJUZ PG MJHIU USBWFMMJOH GSPN B HJWFO
TPVSDF UP B HJWFO EFUFDUPS WJB B QBSUJDVMBS QPJOU
 4JODF UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ PG UIFNFEJVN
JT EFQFOEFOU VQPO UIF BCTPSQUJPO BOE TDBUUFSJOH DPFċDJFOUT TP UPP JT PVS JNBHF
ăF TQBUJBM SFTPMVUJPOXIJDI DBO CF BDIJFWFE JO605 JT FOUJSFMZ EFđOFE CZ UIF TJ[F PG UIF
JOTPOJđFE SFHJPO UIPVHI TNBMMFS SFHJPOT PG BDPVTUPPQUJD JOUFSBDUJPO SFTVMU JO MPXFS TJHOBM
UP OPJTF SBUJPT JO NFBTVSFNFOU "U TIBMMPX EFQUIT B SFTPMVUJPO PG 100µN IBT CFFO EFNPO
TUSBUFE <ƍƍƑ> CVU SFTPMVUJPOT JO UIF NJMMJNFUSF SBOHF BSF NPSF DPNNPO BU EFQUIT PG B GFX
DFOUJNFUSFT ăF JNBHJOH EFQUI JO 605 JT EFQFOEFOU VQPO PQUJDBM BUUFOVBUJPO TJODF MJHIU
NVTU SFBDI UIF QPJOU BUXIJDI JU JTNPEVMBUFE CFGPSF SFUVSOJOH UP UIF EFUFDUPS QPJOU GPSNFB
TVSFNFOU 1FOFUSBUJPO EFQUIT CFZPOE ƕƌNN IBWF CFFO EFNPOTUSBUFE FYWJWP JO B NFEJVN
PG PQUJDBM QSPQFSUJFT TJNJMBS UP IVNBO CSFBTU UJTTVF <ƒƓ> CVU JU JT NPSF UZQJDBM UP FYQFSJFODF
QFOFUSBUJPO EFQUIT PG UIF TBNF PSEFS PG NBHOJUVEF BT JO %05 	B GFX DFOUJNFUSFT
 <ƏƔ>
5XP RVFTUJPOT SFHBSEJOH UIF EFTJHO PG B 605 TZTUFN GPMMPX JNNFEJBUFMZ GSPN PVS JO
USPEVDUJPO
r )PX EP XF CFTU EFUFDU UIF TNBMM 	_106)[
 TIJĕT JO GSFRVFODZ GSPN UIF CBDLHSPVOE
MJHIU 	_1015)[
 ăJT RVFTUJPO IBT BDIJFWFE TJHOJđDBOU BUUFOUJPO GSPN OVNFSPVT
SFTFBSDIFST PWFS UIF QBTU UXFOUZ ZFBST BOE XF XJMM SFWJFX UIF SFMFWBOU DPOUSJCVUJPOT
JO DIBQUFS Ǝ
r "T JT UIF DBTF JO 1"5 PVS NFBTVSFE EBUB BOE BTTPDJBUFE SBX JNBHFT EP OPU RVBOUJUB
UJWFMZ SFQSFTFOU UIF VOEFSMZJOH PQUJDBM DPFċDJFOUT XF XJTI UP SFDPWFS ăF SFDPOTUSVD
UJPO PG UIF PQUJDBM QSPQFSUJFT GSPN UIF EFUFDUFE EBUB DPOTUJUVUFT UIF JOWFSTF QSPCMFN
JO BDPVTUPPQUJDT BOE IBT SFDFJWFE DPOTJEFSBCMZ MFTT BUUFOUJPO JO UIF MJUFSBUVSF UIBO
UIF FYQFSJNFOUBM BTQFDUT PG UIF QSPCMFN
" QSBDUJDBM JNQMFNFOUBUJPO PG 605 JT MJLFMZ UP PĈFS MPXFS TQBUJBM SFTPMVUJPO UIBO UIBU
XIJDI DBO CF BDIJFWFE JO 1"5 /POFUIFMFTT 605 QSPWJEFT BO PSEFS PG NBHOJUVEF JNQSPWF
NFOU JO TQBUJBM SFTPMVUJPO PWFS %05
6OMJLF 1"5 605 IBT TJNJMBS SFMBUJWF TFOTJUJWJUJFT UP BCTPSQUJPO BOE TDBUUFSJOH BT %05
8IJMTU LOPXMFEHF PG UIF MPDBM PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċDJFOU JT PG TJHOJđDBOU DMJOJDBM WBMVF
UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU BMTP DPOWFZT JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH BOBUPNJDBM TUSVDUVSF <ƎƐ> BOE
GVODUJPOBM SFTQPOTFT <Ƒƌ> .PSFPWFS TJODF 605 EPFT OPU SFRVJSF BCTPSQUJPO GPS DPOUSBTU
	BT JT UIF DBTF JO 1"5
 UIFSF JT UIF QPUFOUJBM UP JNBHF TDBUUFSJOH TUSVDUVSFT JO MPXBCTPSQUJPO
CBDLHSPVOET UP TVCTUBOUJBMMZ HSFBU EFQUI "T BđSTU TUFQ UPXBSET RVBOUJUBUJWF JNBHJOH XFXJMM
ƍƎ 0WFSWJFX BOE DPOUSJCVUJPO ƍƔ
DPODFOUSBUF JO UIJT XPSL PO UIF SFDPWFSZ PG UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU QSJODJQBMMZ CFDBVTF JUT
DMJOJDBM SFMFWBODF JT CFUUFS VOEFSTUPPE UIBO UIBU PG TDBUUFSJOH CVU BMTP CFDBVTF UIJT GPSNT UIF
CBTJT GPS UIF GVUVSF EFWFMPQNFOU PG TQFDUSPTDPQJD UFDIOJRVFT
ƍƎ 0WFSWJFX BOE DPOUSJCVUJPO
*O UIJT XPSL XF XJMM EFWFMPQ UIFPSZ BOE NFUIPET XIJDI BEESFTT UIF GPSXBSE BOE JOWFSTF
QSPCMFNT JO BDPVTUPPQUJDT 8F XJMM QSJNBSJMZ DPODFOUSBUF PO BVUPDPSSFMBUJPO 605 UIF BE
WBOUBHFT BOE EJTBEWBOUBHFT PG XIJDI BSF EJTDVTTFE JO UIF UIFPSFUJDBM SFWJFX PG DIBQUFS Ǝ ăF
SFBTPOT GPS UIJT DIPJDF BSF UXPGPME đSTU UIF UFDIOJRVF JT ADMPTF UP UIF VOEFSMZJOH QIZTJDT
BMMPXJOH EJSFDU BDDFTT UP UIF QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ PG UIF EFUFDUFE MJHIU TFDPOE UIJT EFUFD
UJPO UFDIOJRVF JT VOEFS BDUJWF EFWFMPQNFOU XJUIJO PVS SFTFBSDI HSPVQ BU UIF UJNF PG XSJUJOH
BOE UIVT UIF SFTVMUT PG UIJT XPSL IBWF EJSFDU BQQMJDBUJPO JO POHPJOH FNQJSJDBM TUVEJFT
*O DIBQUFS Ǝ XFXJMM CFHJOXJUI B SFWJFX PG UIF EFWFMPQNFOU JO UIF đFME CFGPSF QSPWJEJOH
UIF UIFPSFUJDBM CBTJT GSPN XIJDI XF XJMM EFWFMPQ PVS XPSL
8F XJMM CFHJO UIF JOWFTUJHBUJPOQSPQFS JO DIBQUFS Ə XIFSF XF XJMM EFWFMPQ B SFGFSFODF
GPSXBSE NPEFM CBTFE VQPO B .POUF$BSMP TPMVUJPO UP UIF SBEJBUJWF USBOTQPSU FRVBUJPO 8F
XJMM UBLF BEWBOUBHF PG SFDFOU EFWFMPQNFOUT JO UIF IJHIMZ QBSBMMFM BSDIJUFDUVSF PG HSBQIJDT QSP
DFTTJOH VOJUT 	(16T
 UP BDDFMFSBUF UIF NPEFM BOE FNQMPZ B NFTI CBTFE PQUJDBM EPNBJO UP
NBYJNJTF UIF ĔFYJCJMJUZ PG UIF TJNVMBUJPO ăJT XPSL IBT JNQMJDBUJPOT CFZPOE605 EFNPO
TUSBUJOH UFDIOJRVFT GPS FċDJFOU TJNVMBUJPO JO EJĈVTF PQUJDT ăF XPSL EFWFMPQFE JO UIJT
DIBQUFS XBT QVCMJTIFE CZ UIF BVUIPS JO ƎƌƍƎ <ƍƌƑ> GPMMPXJOH FBSMJFS EFWFMPQNFOUT JO Ǝƌƍƌ
<ƓƏ> ăF UPPM EFWFMPQFE EVSJOH UIJT DIBQUFS XBT FYQMPJUFE JO XPSL CZ PUIFST JO PVS SFTFBSDI
HSPVQ <ƑƎ> <ƓƎ>
8IJMTU BDDVSBUF BOE PQUJNJTFE UIF .$ NPEFM PG DIBQUFS Ə JT UPP TMPX UP CF VTFE BT UIF
CBTJT GPS BO JNBHF SFDPOTUSVDUJPO 	JOWFSTJPO
 UFDIOJRVF SBUIFS JU TFSWFT BT B VTFGVM SFGFSFODF
BHBJOTU XIJDI BMUFSOBUJWF NPEFMT DBO CF WBMJEBUFE 4BLBEßJʂ BOE 8BOH QSFWJPVTMZ QVCMJTIFE
UIF SFTVMUT PG B EJĈVTJPOMJLF NPEFM XIJDI DBO CF TPMWFE RVJDLMZ CZ EFUFSNJOJTUJD OVNFSJDBM
NFUIPET <ƍƍƔ> *O DIBQUFS Ɛ XF QSPWJEF B QSFWJPVTMZ VOQVCMJTIFE EFSJWBUJPO GPS UIFJS NPEFM
BOE XF EP TP XJUI B MFWFM PG HFOFSBMJUZ XIJDI BMMPXT JU UP CF FYUFOEFE UP DPOTJEFS IJHIFS
PSEFS FĈFDUT OPU QSFTFOU JO UIF PSJHJOBM WFSTJPO 8F VTF UIJT NPEFM PG UIF "0 JOUFSBDUJPOT
JO B NPEJđFE MJHIU NPEFM XIJDI FNQMPZT UIF TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE BOE
EFNPOTUSBUF TJHOJđDBOU JNQSPWFNFOUT JO UIF NPEFM PWFS UIF PSJHJOBM XJUI SFTQFDU UP PVS
SFGFSFODF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO
*O DIBQUFS ƑXF FNQMPZ UIFNPEFMT PG DIBQUFS Ɛ UPEFWFMPQ BO JNBHF SFDPOTUSVDUJPOQSPDF
EVSF GPS BVUPDPSSFMBUJPO6058FEFWFMPQ EJTDSFUFGPSN TFOTJUJWJUZ SFMBUJPOTXIJDI EFTDSJCF
UIF TFOTJUJWJUZ PG UIF WBSJPVT NFBTVSFNFOU UZQFT UP QFSUVSCBUJPOT JO UIF BDPVTUJD BCTPSQUJPO
JO UIF NFEJVN ăFTF TFOTJUJWJUZ SFMBUJPOT BSF VTFE BT QBSU PG B MJOFBS SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT
XIJDI QSPEVDFT JNBHFT PG UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO PG B NFEJVN GSPN B TJOHMF PQUJDBM TPVSDF
EFUFDUPS QBJS BOE B SBTUFS TDBO PG UIF BDPVTUJD đFME 8F FYBNJOF UIF RVBMJUJFT PG EJĈFSFOU
ƍƎ 0WFSWJFX BOE DPOUSJCVUJPO ƍƕ
NFBTVSFNFOU UZQFT BOE UIF FĈFDUT PG OPJTF PO UIF EFHSFF PG SFHVMBSJTBUJPO SFRVJSFE UP QSP
EVDF B VTFGVM TPMVUJPO ăJT XPSL JT GPSNVMBUFE JO UIF TUZMF PG EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ
BOE OBUVSBMMZ MFOET JUTFMG UP B QSBDUJDBM JNQMFNFOUBUJPO ăF XPSL PG UIJT DIBQUFS XBT QVC
MJTIFE CZ UIF BVUIPS JO ƎƌƍƏ <ƍƌƒ> GPMMPXJOH FBSMJFS SFQPSUT BU DPOGFSFODF <ƍƌƒ>
ăJT XPSL DMPTFT JO DIBQUFS ƒ XJUI B TVNNBSZ PG UIF XPSL BOE BO FYUFOTJWF EJTDVTTJPO
PG IPX UIF PVUDPNFT PG UIJT JOWFTUJHBUJPO DBO CF EFWFMPQFE JNQSPWFE BOE HFOFSBMJTFE UP
BMUFSOBUJWF EFUFDUJPO NFDIBOJTNT BOE JOTPOJđDBUJPO QSPUPDPMT
$IBQUFS Ǝ
#BDLHSPVOE
Ǝƍ 0WFSWJFX
*O UIJT DIBQUFSXFXJMM SFWJFX UIF UIFPSZ BOE MJUFSBUVSF QFSUJOFOU UP PVS JOWFTUJHBUJPO EFWFMPQ
UIF UIFPSFUJDBM GSBNFXPSL PG UIF BDPVTUPPQUJD JOUFSBDUJPOT XIJDI VOEFSQJO UIJT XPSL BOE
GPSNBMJTF UIF RVBOUJUJFT BOE NFBTVSFT JO UIF QBSUJDVMBS FYQFSJNFOUBM DPOđHVSBUJPO UBSHFUFE
JO UIJT XPSL
8F CFHJO XJUI B CSJFG PWFSWJFX PG UJTTVF PQUJDT JOUSPEVDJOH UIF SFMFWBOU QIZTJDBM RVBOUJ
UJFT BOE QFSUJOFOU NPEFMT PG MJHIU USBOTQPSU JO UJTTVF *O TFDUJPO ƎƏƍ XF XJMM SFWJFX UIF MJU
FSBUVSF PG UIF đFME DPOTJEFSJOH TFQBSBUFMZ UIF FYQFSJNFOUBM BOE UIFPSFUJDBM BEWBODFT XIJDI
IBWF UBLFO QMBDF JO UIF đFME *O TFDUJPO ƎƐ XF XJMM BOBMZTF UIF OBUVSF PG UIF BDPVTUPPQUJD
NPEVMBUJPO JO 605 *O TFDUJPO ƎƑ XF XJMM DPOTJEFS UIF NPEFMT XIJDI IBWF CFFO QSPQPTFE
XIJDI FNQMPZ UIF NFDIBOJTNT PG BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO UP EFTDSJCF 605 'JOBMMZ JO
TFDUJPO Ǝƒ XF XJMM EFTDSJCF UIF TQFDJđD FYQFSJNFOUBM NFUIPET UBSHFUFE JO UIJT UIFTJT UIF
PCTFSWBCMFT BOE SFMBUFE RVBOUJUJFT
ƎƎ 5JTTVF PQUJDT
ăJT CSJFG JOUSPEVDUJPO UP UJTTVF PQUJDT XJMM QSJNBSJMZ TFSWF UP GPSNBMMZ JOUSPEVDF UIF QIZTJDBM
RVBOUJUJFT BOE BTTVNQUJPOTNBEF UISPVHIPVU UIJT XPSL BOE UIFNPTU SFMFWBOUNPEFM PG MJHIU
JO UJTTVF SBEJBUJWF USBOTQPSU 'PS BNPSF DPNQMFUF SFWJFX BOE BOBMZTJT UIF SFBEFS TIPVME SFGFS
UP UFYUT TVDI BT <Ƒƒ ƔƑ ƕƐ ƍƏƓ>
ƎƎƍ "CTPSQUJPO BOE TDBUUFSJOH
&YPHFOPVT MJHIU QSPQBHBUJOH JO UZQJDBM CJPMPHJDBM UJTTVF VOEFSHPFT UXP QSJNBSZ QSPDFTTFT
BCTPSQUJPO BOE TDBUUFSJOH
"CTPSQUJPO PDDVSTXIFO UIF BUPNTXIJDI DPOTUJUVUF CJPMPHJDBM UJTTVF BSF FYDJUFE CZ TPNF
JODJEFOU SBEJBUJPO BOE UIJT FOFSHZ JT QBSUJBMMZ PS GVMMZ MPTU CZ WJCSBUJPOBM SFMBYBUJPO SBUIFS
Ǝƌ
ƎƎ 5JTTVF PQUJDT Ǝƍ
UIBO CZ B SFSBEJBUJPO PG UIF JODJEFOU đFME %JĈFSFOU BUPNT FYJTUJOH JO WBSZJOH NPMFDVMBS
DPNCJOBUJPOT FBDI IBWF TQFDJđD XBWFMFOHUIT BU XIJDI UIFZ DBO CF FYDJUFE BOE IFODF BCTPSQ
UJPO JT B XBWFMFOHUI EFQFOEFOU QIFOPNFOPO HJWJOH SJTF UP PVS QFSDFQUJPO PG DPMPVS 0OF
PG UIF NPTU QFSUJOFOU DISPNPQIPSFT JO CJPNFEJDBM PQUJDBM JNBHJOH JT IBFNPHMPCJO XIJDI FY
IJCJUT EJĈFSFOU TQFDUSB JO JUT PYZHFOBUFE BOE EFPYZHFOBUFE TUBUFT BOE QSPWJEFT HSFBU JOTJHIU
PXJOH UP JUT GVODUJPOBM SFMFWBODF JO QIZTJPMPHZ 8F RVBOUJGZ BCTPSQUJPO JO CJPMPHJDBM UJTTVFT
CZ UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU µa <NN¢ƍ> ăF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU XJMM CF DPOTJEFSFE JO
HSFBUFS EFQUI JO DIBQUFS Ə
4DBUUFSJOH JT UIF QSPDFTT CZ XIJDI B OVNCFS PG BUPNT PS NPMFDVMFT DPMMFDUJWFMZ FYDJUFE
CZ UIF JODJEFOU SBEJBUJPO SFSBEJBUF UIF đFME XJUI B EJĈFSFOU XBWFGSPOU BT UIBU PG UIF JOQVU
FYDJUBUJPO PXJOH UP UIFJS TJ[F BOE HFPNFUSJDBM BSSBOHFNFOU 4DBUUFSJOH JT BMTP XBWFMFOHUI
EFQFOEFOU FYJCJUJOH BNPOPUPOJD EFQFOEFODF XJUIXBWFMFOHUI PWFS UIF SBOHFT UZQJDBMMZ FN
QMPZFE JO OFBS JOGSBSFE PQUJDBM JNBHJOH <ƍƎƓ> TVDI BT UIF UFDIOJRVFT EFTDSJCFE JO UIJT XPSL
8F RVBOUJGZ UIF BNPVOU PG TDBUUFSJOH CZ UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµs <NN¢ƍ> ăJT RVBOUJUZ
EFTDSJCFT UIF FċDJFODZ PG UIF TDBUUFSJOH QSPDFTT JO UJTTVF CVU EPFT OPU EFTDSJCF UIF OBUVSF PG
UIF TDBUUFSJOH *U JT UIVT DPNNPO UP BMTP FNQMPZ B QIBTF GVODUJPO XIJDI EFTDSJCFT UIF QSPCB
CJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO PG UIF BOHMF BU XIJDI MJHIU JT TDBUUFSFE ăF JNQMJDBUJPOT PG UIF QIBTF
GVODUJPO XJMM CF FMVDJEBUFE JO DIBQUFS Ə BOE UIJT XJMM CF NBEF VTF PG GVSUIFS JO DIBQUFS Ƒ
"O JNQPSUBOU SFMBUFE QSPQFSUZ JT UIF NFBODPTJOF PG UIF TDBUUFSJOH BOHMF g = 〈cosθ〉 ăJT
EFTDSJCFT UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO IPXNVDI MJHIU JT TDBUUFSFE JO UIF JODJEFOU EJSFDUJPO BOE
IPX NVDI JT CBDLTDBUUFSFE *O NPTU UJTTVFT g ≈ 0.9 XIJDI NFBOT UIBU JODJEFOU SBEJBUJPO
TDBUUFSFE UP B EFHSFF JOEJDBUFE CZ µs  JT NPTUMZ TDBUUFSFE JO UIF EJSFDUJPO PG JODJEFODF ăJT
EFđOJUJPO HJWFT SJTF UP UIF USBOTQPSU TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµ′s = µs (1− g ) <N¢ƍ> XIJDI EF
TDSJCFT UIF BNPVOU PG TDBUUFSJOH JO B NFEJVN BT JG FBDI CPEZ TDBUUFSFE UIF JODJEFOU MJHIU JO
BO JTPUSPQJD GBTIJPO "DDPSEJOHMZ UIF USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI lUS =µ′−1s [m] EFTDSJCFT UIF
EJTUBODF UIBU MJHIU USBWFMT 	PO BWFSBHF
 CFGPSF JUT EJSFDUJPO IBT CFFO SBOEPNJTFE CZ TDBUUFSJOH
QSPDFTTFT
ƎƎƎ 3BEJBUJWF USBOTQPSU
" SJHPSPVT BOE BDDVSBUF EFTDSJQUJPO PG MJHIU USBOTQPSU JO UJTTVF DPVME CF QSPWJEFE CZ TPMVUJPO
	CZ WBSJPVT OVNFSJDBM NFUIPET
 PG .BYXFMMT FRVBUJPOT )PXFWFS UIF EJTPSEFSFE SBOEPN
OBUVSF PG CJPMPHJDBM UJTTVFT XPVME SFRVJSF TVDI B TPMVUJPO UP CF BWFSBHFE PWFS BMM UIF SFBMJTBCMF
TUBUFT PG PSHBOJTBUJPO PG UIF VOEFSMZJOH UJTTVF
ăF NPTU SFMFWBOU BQQSPYJNBUJPO GPS UIF QVSQPTFT PG UIF PQUJDBM JNBHJOH JT UIF SBEJBUJWF
USBOTQPSU FRVBUJPO 	35&
 ăF 35& PQFSBUFT VOEFS UIF BTTVNQUJPO PG XFBLTDBUUFSJOH UIF
IJHIGSFRVFODZ MJNJU PG PQUJDT XIFSF JU JT BTTVNFE UIBU UIF FĈFDUT PG JOUFSGFSFODF DBO CF
OFHMFDUFE BOE EJĈFSFOU DPNQPOFOUT PG UIF PQUJDBM đFME DBO CF TVNNFE JO QPXFS ăF 35&
GPS DPOUJOVPVT XBWF JMMVNJOBUJPO JT!
sˆ ·∇+µa +µs"L(r, sˆ) =µs ∫ p (ˆs, sˆ′)L(r, sˆ) Esˆ′, 	Ǝƍ

ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƎƎ
XIFSF L(r, sˆ) <8N¢Ǝ TS¢ƍ> JT UIF TQFDJđD JOUFOTJUZ p (ˆs, sˆ′) JT UIF QIBTF GVODUJPO EFTDSJCFE
QSFWJPVTMZ BOE UIF JOUFHSBM UBLFT QMBDF PWFS BMM TPMJE BOHMF ăF 35& JT BO FOFSHZ CBMBODF
FYQSFTTJPO GPS UIF ĔPX PG FOFSHZ BU r JO EJSFDUJPO sˆ UIF đSTU UFSN JT UIF OFU DIBOHF PG FOFSHZ
BOE UIJT JT FRVBUFE UP UIF MPTTFT EVF UP BCTPSQUJPO BOE PVUTDBUUFSJOH BOE JOTDBUUFSJOH GSPN
BMM EJSFDUJPOT sˆ′ UP sˆ
8F XJMM EJTDVTT UIF UIFPSFUJDBM EFWFMPQNFOU PG SBEJBUJWF USBOTGFS BOE UIF OBUVSF PG TQF
DJđD JOUFOTJUZ PS SBEJBODF JO DIBQUFS Ə
ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ
8F XJMM SFWJFX UIF đFME PG VMUSBTPVOE NPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ JO UXP QBSUT XIJDI SF
ĔFDU UIPTF BTQFDUT PG UIF JOWFTUJHBUJPO đSTU SBJTFE JO PVS JOUSPEVDUJPO 'JSTU XF TIBMM DPOTJEFS
UIF FYQFSJNFOUBM BEWBODFT XIJDI IBWF UBLFO QMBDF TQFDJđDBMMZ DPOTJEFSJOH UIF BMUFSOBUJWF EF
UFDUJPONFDIBOJTNT BOE JOTPOJđDBUJPO TUSBUFHJFT XIJDI IBWF CFFO EFTDSJCFE JO UIF MJUFSBUVSF
4FDPOE XF TIBMM DPOTJEFS UIF UIFPSFUJDBM EFWFMPQNFOUT JO UIF đFME UPXIJDIXF SFGFS UPXPSL
QFSUBJOJOH UP UIF QIZTJDBM NFDIBOJTNT PG NPEVMBUJPO NPEFMMJOH BOE JNBHF SFDPOTUSVDUJPO
'VSUIFS EFUBJMT DBO CF GPVOE JO UIF SFDFOU SFWJFXT PG 3FTLJOL FU BM <ƍƍƌ> &MTPO FU BM <ƏƔ>
BOE .PSHBO FU BM <ƍƌƍ>
ƎƏƍ %FUFDUJPO BOE JOTPOJđDBUJPO TUSBUFHJFT
.BSLT FU BM <ƕƍ> đSTU EFUFDUFE UIF BDPVTUJD NPEVMBUJPO PG B DPIFSFOU PQUJDBM đFME JO B UVS
CJE NFEJVN CZ CBOEQBTT đMUFSJOH UIF TJHOBM GSPN B TJOHMF QIPUPNVMUJQMJFS UVCF 	1.5
 BU
UIF DFOUSF GSFRVFODZ PG BDPVTUJD QVMTFT 8BOH FU BM GPMMPXFE B TJNJMBS BQQSPBDI <ƍƏƏ> CVU
FNQMPZFE B GPDVTFE DPOUJOVPVT XBWF USBOTEVDFS XIJDI XBT TDBOOFE UISPVHI UIFNFEJVN UP
QSPWJEF BO JNBHF PG BO FNCFEEFE BCTPSCFS 8BOH BOE ,V <ƍƏƒ> EFWFMPQFE UIFJS NFUIPE
CZ FNQMPZJOH B GSFRVFODZ TXFQU UFDIOJRVF XIJDI FODPEFE UIF MPDBUJPO PG UIF PQUJDBM TJHOBM
BMPOH UIF BYJT PG UIF VMUSBTPVOE đFME "U B TJNJMBS UJNF UP 8BOHT JOJUJBM QVCMJDBUJPO -FVU[
BOE .BSFU <ƓƐ> FNQMPZFE BO EJHJUBM DPSSFMBUPS UP JOEJSFDUMZ TBNQMF UIF QPXFS TQFDUSVN PG
MJHIU EFUFDUFE CZ B 1.5 JO B QIPUPODPVOUJOH DPOđHVSBUJPO JO BEEJUJPO UP VTJOH B 'BCSZ
1ÊSPU JOUFSGFSPNFUFS GPS EJSFDU BOBMZTJT PG UIF TQFDUSVN PG UIF EFUFDUFE đFME -BUFS 4BLBE[JD
BOE 8BOH XPVME VTF UIF 'BCSZ1ÊSPU UFDIOJRVF UP QSPEVDF IJHI SFTPMVUJPO 	ƍƌƌµN
 JN
BHFT PG BCTPSCFST FNCFEEFE JO UVSCJE NFEJB <ƍƍƑ>
&BDI PG UIFNFUIPET EFNPOTUSBUFE UP UIJT QPJOU FNQMPZFE TJOHMF EFUFDUPS TZTUFNT 4VDI
NFUIPET BSF CPUI TFOTJUJWF BOE BMMPX UIF FWPMVUJPO PG B TQFDLMF HSBJO PS DPIFSFODF BSFB UP CF
GPMMPXFE JO SFBMUJNF UIJT JT JNQPSUBOU JO UJTTVF BT EFDPSSFMBUJPO PG UIF đFME EVF UP #SPXO
JBO NPUJPO 	BT TUVEJFE EJSFDUMZ JO %84
 XPVME PUIFSXJTF TFSWF UP BWFSBHF PVU UIF SFTQPOTF
ăF EPXOTJEF PG UIFTF NFUIPET JT UIBU UIF TJHOBM UP OPJTF 	4/3
 JT UZQJDBMMZ PQUJNJTFE CZ
EFUFDUJOH POMZ B TJOHMF DPIFSFODF BSFB GSPN XIJDI POMZ B TNBMM PQUJDBM ĔVY 	SFMBUJWF UP UIF
UPUBM FYJUJOH ĔVY
 DBO CF PCUBJOFE
ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƎƏ
ăF JOUSPEVDUJPO PG QBSBMMFM EFUFDUJPO NFDIBOJTNT DBQBCMF PG TBNQMJOH UIF ĔVY GSPN
NVMUJQMF DPIFSFODF BSFBT TJNVMUBOFPVTMZ CFHBO XJUI UIF XPSL PG -ÊWËRVF FU BM <ƓƓ> *O
UIJT XPSL UIF BVUIPST EFNPOTUSBUFE BO JNQSPWFNFOU JO 4/3 CZ EFUFDUJOH NVMUJQMF NVUV
BMMZ JODPIFSFOU TQFDLMF HSBJOT PO UIF JOEJWJEVBM QJYFMT PG B DIBSHF DPVQMFE EFWJDF 	$$%

BSSBZ 4JODF UIF JOUFHSBUJPO QFSJPE PG TVDI B EFWJDF JT GBS HSFBUFS UIBO UIF QFSJPE PG UIF VM
USBTPOJD NPEVMBUJPO B NFUIPE XBT EFSJWFE XIJDI EFUFSNJOFT UIF NPEVMBUFE DPNQPOFOU
CZ TFQBSBUFMZ JOUFHSBUJOH UIF DPMMFDUFE ĔVY PWFS GPVS QIBTFT PG UIF BDPVTUJD DZDMF BWFSBHFE
PWFS NVMUJQMF DZDMFT ăJT MPDLJONFUIPE IBT UIF EJTBEWBOUBHF PG CFJOH MFTT JNNVOF UP UIF
EFDPSSFMBUJPO XIJDI PDDVST JO MJWJOH UJTTVF $POUJOVFE FYQFSJNFOUBM JOWFTUJHBUJPO FOTVFE
FNQMPZJOH QBSBMMFM EFUFDUJPO UFDIOJRVFT :BP FU BM <ƍƏƔ> JODPSQPSBUFE UIF JEFBT PG 8BOH
BOE ,VT FBSMJFS XPSL CZ DPVQMJOH B GSFRVFODZ TXFQU NPEVMBUJPO XJUI QBSBMMFM MPDLJO EFUFD
UJPO -ÊWËRVF <ƓƔ> EFNPOTUSBUFE UISFFEJNFOTJPOBM JNBHJOH PG BO BCTPSCJOH JODMVTJPO JO B
CJPMPHJDBM TBNQMF NFEJB .PSF SFDFOUMZ 3VBO FU BM FYUFOEFE UIF UFDIOJRVF UP EFUFDU NPE
VMBUJPO GSPN UIF đSTU PWFSUPOF HFOFSBUFE CZ OPOMJOFBS QSPQBHBUJPO PG UIF BDPVTUJD đFME JO
UIF NFEJVN <ƍƍƎ> BOE BMTP UP FNQMPZ QVMTFE VMUSBTPVOE <ƍƍƍ>
-J FU BM <Ɣƌ> QSPQPTFE BO BMUFSOBUJWF QBSBMMFM $$% NFUIPE JO XIJDI UIF WBSJBODF PG UIF
TQFDLMF đFME JOUFHSBUFE PWFS UJNF JT NFBTVSFE ăF QSFNJTF PG UIJT TQFDLMFDPOUSBTU UFDIOJRVF
JT UIBU VOEFS BDPVTUJD NPEVMBUJPO UIF JOEJWJEVBM TQFDLMF HSBJOT PTDJMMBUF JO UIFJS JOUFOTJUZ
UIVT BT UIF EFHSFF PG NPEVMBUJPO DBO CF EFSJWFE CZ DPOTJEFSJOH IPX TQBUJBMMZ ATNPPUI UIF
đFME CFDPNFT EVSJOH BWFSBHJOH ăF JOUFHSBUJPO QFSJPE JO UIJT NFUIPE JT TIPSUFS UIBO NPTU
PG UIF MPDLJO NFUIPET BOE IFODF TQFDLMF EFDPSSFMBUJPO JT CFUUFS UPMFSBUFE
1BSBMMFM EFUFDUJPO NFUIPET XFSF GVSUIFS BEWBODFE CZ UIF JOUFHSBUJPO PG JOUFSGFSPNFUSJD
UFDIOJRVFT (SPTT FU BM <Ƒƍ> QSPQPTFE NJYJOH UIF TQFDLMF QBUUFSO GSPN UIF UVSCJE NFEJVN
XJUI B SFGFSFODF CFBN TIJĕFE CZ UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ JO B GPSN PG EJHJUBM IPMPHSBQIZ "
QSJODJQMF BEWBOUBHF PG UIJT NFUIPE JT UIBU UIF EFTJSFE TJHOBM GSPN UIF TBNQMF JT BNQMJđFE
CZ IFUFSPEZOF NJYJOH XJUI UIF SFGFSFODF BSN UIF BNQMJUVEF PG UIF SFGFSFODF BSN DBO CF
JODSFBTFE UP UIF QPJOU UIBU UIF UFDIOJRVF CFDPNFT TIPUOPJTF MJNJUFE 4JODF B $$% JT VTFE
GPS EFUFDUJPO UIF GBTU PTDJMMBUJPOT PG UIF VONPEVMBUFE MJHIU BOE UIF TIJĕFE SFGFSFODF CFBN
BSF BWFSBHFE CZ UIF EFUFDUPS #Z UJMUJOH UIF BOHMF PG UIF SFGFSFODF CFBN XJUI SFTQFDU UP UIF
$$% UIF EJĈFSFOU TQBUJBM GSFRVFODJFT PG UIF TQFDLMFE đFME GSPN UIF TBNQMF BSF TQSFBE PVU JO
LTQBDF 	UIF UXPEJNFOTJPOBM 'PVSJFS USBOTGPSNPG UIFEFUFDUFEđFME
 ăF TUBUJD JOUFSGFSFODF
GSJOHFT CFUXFFO UIF TIJĕFE SFGFSFODF CFBN BOE UIF EFTJSFENPEVMBUFE đFME PDDVQZ B QPSUJPO
PG LTQBDF EFQFOEFOU VQPO UIF BOHMF PG UIF UXPCFBNT ăFEFDPSSFMBUJPOOPJTF PG UIF TQFDLMF
đFME JT QSJNBSJMZ MJNJUFE UP UIF MPX TQBUJBMGSFRVFODJFT BOE DBO UIVT CF TFQBSBUFE GSPN UIF
EFTJSFE TJHOBM ăF TIPU OPJTF PG UIF SFGFSFODF CFBN HFOFSBUFT B %$ PĈTFU BDSPTT LTQBDF
XIJDI DBO CF DBMDVMBUFE BOE SFNPWFE GSPN UIF EFTJSFE TJHOBM *O QSBDUJDF UIF SFGFSFODF CFBN
JT TIJĕFE CZ B TMJHIUMZ HSFBUFS BNPVOU GSPN UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ JO PSEFS UIBU B GPVSQIBTF
MPDLJO EFUFDUJPONFUIPE DBO CF FNQMPZFE ăJT UFDIOJRVF XBT BEBQUFE CZ 3VBO FU BM <ƍƍƏ>
UP EFUFDU NPEVMBUJPO EVF UP USBJOT PG VMUSBTPVOE QVMTFT BOE FYUSBDU UIF NPEVMBUJPO EVF UP
IJHIFS BDPVTUJD IBSNPOJDT
ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƎƐ
"O BMUFSOBUJWF IPMPHSBQIJD UFDIOJRVF XIJDI IBT HFOFSBUFE TJHOJđDBOU JOUFSFTU JT UIF VTF
PG QIPUPSFGSBDUJWF DSZTUBMT *O UIJT NFUIPE B QIPUPSFGSBDUJWF DSZTUBM JT JMMVNJOBUFE CZ B TJHOBM
CFBN GSPN UIF JOTPOJđFE TBNQMF BOE B SFGFSFODF 	MPDBM PTDJMMBUPS
 CFBN *O UIF BQQSPBDI
JOJUJBMMZ QSPQPTFE CZ .VSSBZ FU BM <ƍƌƎ> UIF MPDBM PTDJMMBUPS JT BU UIF TBNF GSFRVFODZ BT UIBU
JMMVNJOBUJOH UIF TBNQMF *O UIJT DBTF B IPMPHSBN PG UIF JOUFSGFSFODF QBUUFSO CFUXFFO UIF VO
NPEVMBUFE MJHIU GSPN UIF TBNQMF BOE UIF SFGFSFODF CFBN JT XSJUUFO JOUP UIF DSZTUBM WJB UIF
1PDLFMT FĈFDU ăF NPEVMBUFE DPNQPOFOU PG UIF TBNQMF CFBN WBSJFT BU B GSFRVFODZ CFZPOE
UIF SFTQPOTF UJNF PG UIF DSZTUBM BOE EPFT OPU GPSN B DPNQPOFOU PG UIF IPMPHSBN 0ODF
GPSNFE B QBSU PG UIF TBNQMF CFBN JT EJĈSBDUFE CZ UIF IPMPHSBQIJD HSBUJOH JO UIF DSZTUBM UP
CFDPNF QIBTFNBUDIFE XJUI UIF SFGFSFODF CFBN BOE UIF SFTVMUJOH DPIFSFOU XBWFGSPOU DBO CF
JOUFHSBUFE PWFS B TJOHMF EFUFDUPS ăJT BQQSPBDI BMMPXT JOGFSFODF PG UIF NPEVMBUFE DPNQP
OFOU PG UIF MJHIU GSPN UIF SFEVDUJPO JO UIF VONPEVMBUFE JOUFOTJUZ "YJBM SFTPMVUJPO DBO CF
BDIJFWFE CZ UIF VTF PG QVMTFE VMUSBTPVOE *O BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI TVHHFTUFE CZ 3BNB[ FU
BM <ƍƌƕ> UIF SFGFSFODF CFBN JT VQTIJĕFE UP UIF GSFRVFODZ PG VMUSBTPOJD JOTPOJđDBUJPO TVDI
UIBU UIF TUBUJD JOUFSGFSFODF QBUUFSO JO UIF DSZTUBM JT B SFTVMU PG POMZ UIF NPEVMBUFE MJHIU FNB
OBUJOH GSPN UIF TBNQMF *O UIJT NFUIPE MJHIU GSPN UIF SFGFSFODF CFBN JT EJĈSBDUFE GSPN UIF
SFTVMUJOH IPMPHSBN UP GPSN B XBWFGSPOU DPIFSFOU XJUI UIF NPEVMBUFE MJHIU ăF UXP TJHOBMT
JOUFSGFSF PO B EFUFDUPS BOE UIF IFUFSPEZOF TJHOBM JT FYUSBDUFE *O QSBDUJDF B NFUIPE PG NPE
VMBUJPO JT BQQMJFE UP UIF VMUSBTPVOE UP EJTUJOHVJTI UIF TJHOBM UFNQPSBMMZ GSPN CBDLHSPVOE
OPJTF %FTQJUF UIF VTF PG B TJOHMF EFUFDUPS UIF PQUJDBM ÊUFOEVF SFNBJOT MBSHF EFđOFE CZ UIF
BSFB PG UIF DSZTUBM FNQMPZFE JO UIF FYQFSJNFOU ăF QSJODJQBM MJNJUBUJPO PG QIPUPSFGSBDUJWF
UFDIOJRVFT JT UIF SFTQPOTF UJNF PG UIF DSZTUBM JG UIF DSZTUBM SFTQPOET UP DIBOHFT JO UIF XBWF
GSPOU UPP TMPXMZ UIF FĈFDUT PG EFDPSSFMBUJPO XJMM CF SFDPSEFE BT JG UIFZ XFSF B SFTVMU PG UIF
NPEVMBUFE đFME BCTFOU PG EFDPSSFMBUJPO
"OPUIFS SFDFOU UFDIOJRVF XIJDI DBO VUJMJTF B TJOHMF EFUFDUPS JT UIF TQFDUSBMIPMF CVSOJOH
	4)#
 NFUIPE BT EFNPOTUSBUFE CZ -J FU BM <Ɣƍ> 6OQFSUVSCFE UIF EPQFE 4)# DSZTUBM BC
TPSCT UIF JODJEFOU XBWFMFOHUIT PG JOUFSFTU #Z QVNQJOH UIF DSZTUBM XJUI B SFGFSFODF CFBN BU
UIF BDPVTUJDBMMZ NPEVMBUFE GSFRVFODZ PG JOUFSFTU UIF BQQSPQSJBUF FOFSHZ MFWFMT PG UIF EPQFE
DSZTUBM BSF TBUVSBUFE "U UIJT UJNF BOE GPS UFOT PG NJMMJTFDPOET GPMMPXJOH UIF DSZTUBM JT USBOT
QBSFOU UP UIF TBNF XBWFMFOHUIT 8IJMTU UIJT ATQFDUSBMIPMF FYJTUT UIF TJHOBM CFBN DBO CF
QBTTFE UISPVHI UIF DSZTUBM BOE UIF VONPEVMBUFE MJHIU XJMM CF BCTPSCFE XIJMTU UIF SFMFWBOU
TJHOBM QBTTFT UP UIF EFUFDUPS ăF DIJFG EJTBEWBOUBHF PG UIJT BQQSPBDI JT UIBU UIF DSZTUBM NVTU
CF DSZPHFOJDBMMZ DPPMFE
ƎƏƎ .PEVMBUJPO NPEFMMJOH BOE JOWFSTJPO
-FVU[ BOE .BSFUT QSFWJPVTMZ EFTDSJCFE FYQFSJNFOUBM XPSL <ƓƐ> EFSJWFE UIF QPXFS TQFDUSVN
PG UIF MJHIU GSPN B 605 FYQFSJNFOU CZ UBLJOH UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF BVUPDPSSFMBUJPO
GVODUJPO DBMDVMBUFE CZ B EJHJUBM DPSSFMBUPS "T QBSU PG UIFJS XPSL UIF BVUIPST EFWFMPQFE B
NPEFM PG UIF "0 FĈFDU JO UVSCJE NFEJB JOTPOJđFE CZ B QMBOF XBWF ăJT NPEFM XBT CBTFE
ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƎƑ
VQPO UIF BQQSPBDI PG EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ 	%84
 <Ɣƕ ƍƌƏ> 4VDI NPEFMT DBMDVMBUF
UIF FYQFDUFE BVUPDPSSFMBUJPO JO BO FYQFSJNFOU CBTFE VQPO UIF NPEVMBUJPO PG PQUJDBM QBUI
MFOHUIT JO B NFEJVN *O BEEJUJPO UP UIF #SPXOJBO NPUJPO PG %84 -FVU[ BOE .BSFU JODPS
QPSBUFE UIF NPWFNFOU PG UIF PQUJDBM TDBUUFSFST JO UIF NFEJVN BTTVNJOH UIFN UP PTDJMMBUF JO
IBSNPOZ XJUI UIF BQQMJFE BDPVTUJD đFME
,FNQF FU BM <ƒƎ> FYUFOEFE UIF BOBMZTJT PG -FVU[ BOE .BSFU UP DPOTJEFS B OBSSPX CFBN
PG VMUSBTPVOE BOE DPNQBSFE UIJT NPEFM UP FYQFSJNFOUBM EBUB .BIBO FU BM <ƔƔ> QSPQPTFE
UIF BDPVTUJD UBHHJOH QSPDFTT UP CF UIBU PG #SJMMPVJO TDBUUFSJOH BOE QSPDFFEFE UP EFWFMPQ BO
FYQSFTTJPO PG UIF JOUFOTJUZ PG UIF NPEVMBUFE TJHOBM BOE UIF TJHOBMUPOPJTF SBUJP JO UIF DBTF
PG BO VMUSBTPVOE đFME GPDVTFE JOUP B TNBMM WPMVNF
ăFPSFUJDBM VOEFSTUBOEJOH PG 605 XBT BEWBODFE CZ 8BOH <ƍƏƑ> XIP KPJOUMZ NPEFMMFE
UIF UXPDPIFSFOUNFDIBOJTNTPG JOUFSBDUJPOQSFWJPVTMZ JOWFTUJHBUFE UIF BDPVTUJDBMMZ JOEVDFE
EJTQMBDFNFOU PG PQUJDBM TDBUUFSFST BOE UIF DIBOHF JO UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO EVF UP DPNQSFT
TJPO BOE SBSFGBDUJPO ăFPSFUJDBM SFTFBSDI DPOUJOVFE XJUI UIF FYUFOTJPO PG 8BOHT NPEFM UP
UIF DBTF PG BOJTPUSPQJDBMMZ TDBUUFSJOH NFEJB <ƍƍƐ> &BDI PG UIFTF XPSLT BTTVNFE BO PQUJDBM
USBOTQPSUNFBO GSFF QBUI GBS HSFBUFS UIBO UIF BDPVTUJD XBWFMFOHUI TVDI UIBU TVDDFTTJWF TDBUUFS
JOH FWFOUT JO UIF NFEJVN DPVME CF DPOTJEFSFE VODPSSFMBUFE " UIFPSZ BDDPVOUJOH GPS TUSPOH
DPSSFMBUJPOT JO UIF JOUFSBDUJPO BU TVDDFTTJWF TDBUUFSJOH TJUFT XBT QSFTFOUFE MBUFS <ƍƍƒ>
#MPOJHFO FU BM <ƎƎ> JOWFTUJHBUFE UIF OBUVSF PG UIF QIBTF TIJĕT BQQMJFE UP VMUSBTPVOE
NPEVMBUFE MJHIU JO UIF DPOUFYU PG B QIPUPSFGSBDUJWF DSZTUBM EFUFDUJPO SFHJNF
ăF%84 TUZMF PG UIF BOBMZUJDBMNPEFMT QSFTFOUFE UIVT GBS XFSF MJNJUFE UP HFPNFUSJFT GPS
XIJDI BO BOBMZUJD GPSN PG UIF PQUJDBM QBUI MFOHUI GSPN TPVSDF UP SFDFJWFS XBT LOPXO 'VS
UIFS EFWFMPQNFOUT CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƓ> NPWFE BXBZ GSPN UIJT BQQSPBDI XJUI UIF
EFWFMPQNFOU PG B DPSSFMBUJPO USBOTGFS FRVBUJPO 	$5&
 ăF $5& QSPWJEFT B USFBUNFOU PG
UIF BDPVTUJD DPOUJOVPVTXBWF 	$8
605QSPCMFN JO UIF TUZMF PG B USBOTQPSU FRVBUJPO UIVT
DBQBCMF PG NPEFMMJOH BSCJUSBSZ PQUJDBM HFPNFUSJFT ăF BVUIPST QSPWJEF B SJHPSPVT EFSJWBUJPO
PG UIF NPEFM CBTFE VQPO NVMUJQMF TDBUUFSJOH UIFPSZ 	BT PQQPTFE UP UP USBOTQPSU UIFPSZ <Ƒƒ>

XIFSF UIF UJNFEPNBJO FĈFDUT PG BDPVTUJD NPEVMBUJPO BSF JOUFHSBUFE JOUP UIF NVUVBM DPIFS
FODF GVODUJPO XIJDI JT VMUJNBUFMZ USBOTGPSNFE JOUP UIF NPSF GBNJMJBS RVBOUJUZ PG TQFDJđD
JOUFOTJUZ 0XJOH UP UIF MBDL PG BOBMZUJDBM TPMVUJPOT UP UIF USBOTQPSU FRVBUJPO UIF BVUIPST
EFNPOTUSBUF JUT BQQMJDBUJPO XJUI B .POUF$BSMP NPEFM *O DIBQUFS Ə XF UBLF B IFVSJTUJD BQ
QSPBDI UP UIF EFWFMPQNFOU PG B TJNJMBS .$ NPEFM XIJDI TFFLT UP SFUBJO B DMFBS EJTUJODUJPO
CFUXFFO UIF QVSFMZ PQUJDBM BOE UIF BDPVTUPPQUJD BTQFDUT PG UIF TJNVMBUJPO ăF UXPNPEFMT
XJMM CF TFFO UP CF FRVJWBMFOU UIPVHI NVDI MJLF EJTUJODUJPO CFUXFFO BOBMZUJDBM BOE IFVSJT
UJD EFSJWBUJPOT PG UIF TUBOEBSE SBEJBUJWF USBOTQPSU FRVBUJPO UIF GPSNFS QSPWJEFT B NPSF DMFBS
QIZTJDBM CBTJT UP UIF đFME WBSJBCMF BOE UIF BQQSPYJNBUJPOT SFRVJSFE JO UIF EFSJWBUJPO *O MBUFS
XPSL UIF BVUIPST SFGPSNVMBUF UIFJS $5& JT UP BDDPVOU GPS QVMTFE VMUSBTPVOE QVMTF <ƍƍƕ>
*O BEEJUJPO UP UIFJS EFSJWBUJPO PG UIF $5& 4BLBEßJʂ BOE 8BOH QSFTFOU B EJĈVTJPO BQ
QSPYJNBUJPO GPS UIF$8605QSPCMFN <ƍƍƔ> ăJTXPSL JT PG HSFBU JNQPSUBODF TJODF UIF EJG
GVTJPO TUZMF GPSNVMBUJPO DBO CF TPMWFE CZ TUBOEBSE OVNFSJDBM NFBOT TVDI BT đOJUF FMFNFOU
ƎƏ " DPODJTF SFWJFX PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ Ǝƒ
PS đOJUF EJĈFSFODF NFUIPET ăF DPNQVUBUJPO PG TVDI TPMVUJPOT JT SFMBUJWFMZ JOFYQFOTJWF
XIFO DPOUSBTUFE XJUI .$ CBTFE BQQSPYJNBUJPOT UP UIF VOEFSMZJOH $5& ăFTF BEWBOUBHFT
DPNF BU UIF DPTU PG UIF BQQMJDBCJMJUZ PG UIF NPEFM WBSJPVT BTTVNQUJPOT BOE BQQSPYJNBUJPOT
BSF NBEF JO UIF EFSJWBUJPO XIJDI MJNJU JUT BQQMJDBUJPOT UP IJHIFS GSFRVFODZ VMUSBTPVOE đFMET
BOENPEFSBUF VMUSBTPVOE QSFTTVSFT ăF MJNJUBUJPOT JO UIF BDPVTUPPQUJD BTQFDU PG UIFNPEFM
BSF JO BEEJUJPO UP UIPTF JOUSPEVDFE EVF UP UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO QSJODJQBMMZ UIBU UIF
NPEFM JT POMZ WBMJE JO SFHJPOT XIFSF UIF PQUJDBM TDBUUFSJOH DPFċDJFOU JT NVDI HSFBUFS UIBO
UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU %FTQJUF JUT SFEVDFE ĔFYJCJMJUZ UIF ĔFYJCJMJUZ BOE NPEFSBUF DPN
QVUBUJPOBM SFRVJSFNFOUT PG UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO QSPWJEFT UIF CFTU QPUFOUJBM GPS VTF BT
QBSU PG BO JUFSBUJWF NPEFMCBTFE JOWFSTJPO 'PS UIJT SFBTPO XF QSPWJEF B GVMM EFSJWBUJPO PG UIF
NPEFM JO DIBQUFS Ɛ XIFSF XF BMTP FYUFOE UIF UFDIOJRVF XJUI B IJHIFS PSEFS MJHIU USBOTQPSU
NPEFM -BUFS JO DIBQUFS Ƒ XF FNQMPZ UIF NPEFM BT QBSU PG B MJOFBS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO
QSPDFEVSF GPS 605
#BM BOE 4DIPUMBOE <ƍƒ> EFWFMPQFE B NPEFM PG JODPIFSFOU BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO JO
XIJDI CPUI UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO BOE UIF OVNCFS EFOTJUZ PG UIF TDBUUFSJOH BOE BCTPSCJOH
QBSUJDMFT JO B HJWFONFEJVNBSFNPEVMBUFECZ B TUBOEJOH BDPVTUJDXBWF ăF SFTVMUJOH TQBUJBMMZ
WBSZJOH BCTPSQUJPO DPFċDJFOU TDBUUFSJOH DPFċDJFOU BOE JOEFY PG SFGSBDUJPO XFSF JODPSQP
SBUFE JOUP B EJĈVTJPO NPEFM PG MJHIU USBOTQPSU 'PS B HJWFO TPVSDF BOE EFUFDUPS UIF BVUIPST
QSPQPTFNFBTVSJOH UIF'PVSJFS USBOTGPSNPG UIF GPSXBSENPEFM JO UIF WBSJBCMFT PG UIF BDPVTUJD
XBWFOVNCFS BOE QIBTF UIF BCTPSQUJPO BOE TDBUUFSJOH BSF SFDPWFSFE WJB UIF JOWFSTJPO PG UIJT
USBOTGPSN ăJT BQQSPBDI UP 605 IBT OPU ZFU CFFO EFNPOTUSBUFE FYQFSJNFOUBMMZ 	FYDFQU
JOH B QBSUJDVMBS FYBNQMF JOWPMWJOH ĔVPSFTDFOU CJPMPHJDBM NFEJB
 BOE XJMM OPU CF DPOTJEFSFE
GVSUIFS JO UIJT XPSL
.PSF SFDFOUMZ #SBUDIFOJB FU BM <ƎƔ> EFNPOTUSBUFE UIF SFDPWFSZ PG UIF PQUJDBM BCTPSQ
UJPO DPFċDJFOU JO B UVSCJE NFEJVN WJB B NPEFMCBTFE JOWFSTJPO *O UIFJS XPSL UIF 605
TJHOBM XBT EFTDSJCFE JO UIF GSFRVFODZ EPNBJO BOE UIF BDPVTUJDBMMZESJWFONPEVMBUJPO PG UIF
DPIFSFOU JOQVU MJHIU XBT MJOFBSJTFE JO B EJĈVTJPOTUZMF NPEFM TJNJMBS UP UIBU QSFTFOUFE CZ
"MMNBSBT BOE #BOHFSUI <ƒ> " UISFFEJNFOTJPOBM SFDPWFSZ PG UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċ
DJFOU XBT QFSGPSNFE VTJOH BO JUFSBUJWF OPOMJOFBS PQUJNJTBUJPO FNQMPZJOH UIF -FWFOCFSH
.BSRVBSEU BMHPSJUIN *O DIBQUFST Ɛ BOE Ƒ PG UIJT XPSL XF UBLF BO BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI
UP UIF GPSXBSE BOE JOWFSTF QSPCMFN JO 605 XF FNQMPZ B UJNFEPNBJO NPEFM PG UIF 605
TJHOBM XIJDI OBUVSBMMZ QSPWJEFT NBOZ PG UIF PĕFNQMPZFE NFBTVSFNFOU UZQFT JO 605 TVDI
BT UIF NPEVMBUJPO EFQUI 0VS GPSXBSE NPEFM DPOTJEFST UIF OPOMJOFBSJUZ PG UIF BDPVTUJDBMMZ
ESJWFO EFDPSSFMBUJPO PG UIF PQUJDBM đFME XIJDI BMMPXT VT UP FYBNJOF JO HSFBUFS EFQUI UIF GPSN
PG UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT XIJDI BSJTF JO UIF 605 FYQFSJNFOU *O BO BQQSPBDI DPNNPO JO
%05XF MJOFBSJTF PVS GPSXBSENPEFM JO UIF PQUJDBM QBSBNFUFST UIJT MFBET UP B POFTUFQ EJĈFS
FODF EBUB SFDPOTUSVDUJPOXIJDI SFTPMWFT BO BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO GSPN BO BTTVNFE LOPXO
CBDLHSPVOE
)VZOI FU BM <ƑƑ> NPEFMMFE UIF EFUFDUFE BDPVTUPPQUJD TJHOBM BT B UFNQPSBM DPOWPMVUJPO
PG UIF BDPVTUJD BOE PQUJDBM JOUFOTJUZ QSPđMFT BT B QVMTF QSPQBHBUFT BMPOH UIF BYJT PG UIF VMUSB
ƎƐ .FDIBOJTNT PG DPIFSFOU BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO ƎƓ
TPVOE USBOTEVDFS %JTDSFUJTFE UIF SFTVMUBOU NBUSJY PQFSBUPST XFSF JOWFSUFE CZ B NBYJNVN
MJLFMJIPPE BMHPSJUIN %FTQJUF UIF TJNQMJDJUZ PG UIF NPEFM HPPE BHSFFNFOU XBT GPVOE XJUI
FYQFSJNFOUBM SFTVMUT
ƎƐ .FDIBOJTNT PG DPIFSFOU BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO
*O UIF SFWJFX PG TFDUJPO ƎƏƎ XF EFTDSJCFE UXP QPUFOUJBM DPIFSFOU NFDIBOJTNT GPS UIF JOUFS
BDUJPO CFUXFFO MJHIU BOE TPVOE EJTDVTTFE JO UIF MJUFSBUVSF
r ăF EJTQMBDFNFOU PG PQUJDBM TDBUUFSFST GSPN UIFJS SFTU QPTJUJPOT CZ UIF QSPQBHBUJOH
BDPVTUJD đFME BMUFSJOH UIF PQUJDBM QBUIT PG EJĈVTF MJHIU UISPVHI UIFNFEJVN <ƓƐ> ăJT
NFDIBOJTN JT UIFCBTJT PG EJĈVTJOHXBWF TQFDUSPTDPQZ 	XIFSF#SPXOJBONPUJPO SBUIFS
UIBO UIF BDPVTUJD đFME HFOFSBUFT B EJTQMBDFNFOU PG UIF TDBUUFSFST
 BOE IBT CFFO VTFE
JO UIJT NBOOFS UP BOBMZTF WBSJPVT QBSBNFUFST PG PQUJDBM TDBUUFSFST XJUIJO UVSCJENFEJB
r ăF QFSUVSCBUJPO PG UIF MPDBM SFGSBDUJWF JOEFY PG UIF NFEJVN UISPVHI UIF TUSBJO JO
USPEVDFE CZ UIF QSPQBHBUJOH BDPVTUJD đFME BMUFSJOH UIF PQUJDBM QBUI MFOHUIT PG EJĈVTF
MJHIU UISPVHI UIF NFEJVN <ƍƏƑ> ăJT UFDIOJRVF DBO CF BQQMJFE UP CPUI OPOUVSCJE
BOE UVSCJE NFEJB BOE JT VTFE JO OVNFSPVT PQUJDBM JOTUSVNFOUT TVDI BT UIF BDPVTUP
PQUJD NPEVMBUPS 	#SBHH DFMM

ƎƐƍ %JTQMBDFNFOU PG PQUJDBM TDBUUFSFST
"T BO BDPVTUJD đFME QSPQBHBUFT UISPVHI B UVSCJE NFEJVN UIF FOEPHFOPVT PQUJDBM TDBUUFSFST
PG UIF NFEJVN XJMM CF EJTQMBDFE GSPN UIFJS SFTU QPTJUJPOT BOE UIVT UIF PQUJDBM QBUI MFOHUI
CFUXFFO UIF UXP TDBUUFSFST XJMM CF BMUFSFE 5P EFTDSJCF UIJT NFDIBOJTN PG NPEVMBUJPO XF
DPOTJEFS BO PQUJDBM QBUI CFUXFFO UXP TDBUUFSFST JO UIF NFEJVN XIJDI BSF MPDBUFE BU ra BOE
rb  BT EFQJDUFE JO đHVSF Ǝƍ
ăF QIBTF BDDSVFE PWFS UIF VOQFSUVSCFE PQUJDBM QBUI JT HJWFO CZ
φa,b = k0n0|rb − ra |, 	ƎƎ

XIFSF k0 JT UIF PQUJDBM XBWF OVNCFS JO WBDVP BOE n0 UIF CBDLHSPVOE JOEFY PG SFGSBDUJPO
ăF QBSUJDMF EJTQMBDFNFOU PG B UJNFWBSZJOH NPOPDISPNBUJD BDPVTUJD đFME JT EFđOFE MPDBMMZ
BU r BT
A(r, t ) =A0(r)cos(ωa t +φ(r)), 	ƎƏ

XIFSF A0(r) BOE φ(r) BSF UIF MPDBM BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEF BOE QIBTF PĈTFU BU r
BOE ωa UIF BDPVTUJD BOHVMBS GSFRVFODZ ăF EJTQMBDFNFOU ξ PG BO PQUJDBM TDBUUFSFS BU r JT
BTTVNFE UP GPMMPX UIF CBDLHSPVOE EJTQMBDFNFOU PG UIF NFEJVN BDDPSEJOHMZ
ξ (r, t ) = kˆa(r)A0(r)cos(ωa t +φ(r)) 	ƎƐ

ƎƐ .FDIBOJTNT PG DPIFSFOU BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO ƎƔ
ra + ξ(ra,t)
rb + ξ(rb,t)
rb
ra
Unperturbed
Optical Path
Perturbed Optical Path
(Time Varying)
Unit optical wavevector (Ω) 
'JHVSF Ǝƍ *MMVTUSBUJPO PG UIF UJNF WBSZJOH BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU PG UIF TDBUUFSFST PG B UVSCJE
NFEJVN QFSUVSCJOH UIF PQUJDBM QBUI CFUXFFO TDBUUFSJOH TJUFT
XIFSF kˆa(r) = ka(r)/|ka(r)| JT UIF VOJU BDPVTUJD QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO BOE ka UIF MPDBM
BDPVTUJD XBWF WFDUPS BU r 'PS BUZQJDBM TDBUUFSFST JU NJHIU CF OFDFTTBSZ UP JOUSPEVDF B QIBTF
PĈTFU BOENPEJđFE BNQMJUVEF PG PTDJMMBUJPO SFMBUJWF UP UIF CBDLHSPVOENFEJVN UIPVHI UIJT
JT OPU FYQFDUFE UP CF SFRVJSFE GPS FOEPHFOPVT CJPMPHJDBM TDBUUFSFST VOEFS NPEFSBUF BDPVTUJD
BNQMJUVEFT BOE XJUIJO UIF GSFRVFODZ SBOHF PG NFEJDBM VMUSBTPVOE TZTUFNT <ƍƍƓ> 8F DBO EF
đOF UIF JODSFNFOUBM QIBTF PG UIF QFSUVSCFE QBUI EVF UP UIF EJTQMBDFNFOU PG PQUJDBM TDBUUFSFST
BT
∆φda,b (t ) = k0n0kˆ · (ξ (rb , t )− ξ (ra , t )), 	ƎƑ

XIFSF kˆ JT UIF VOJU PQUJDBM QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO GPS UIF QBUI CFUXFFO UIF UXP VOQFSUVSCFE
TDBUUFSJOH TJUFT ăF UPUBM UJNFWBSZJOH QIBTF BDDSVFE PWFS UIF QFSUVSCFE QBUI JT
φda,b (t ) = k0n0
$
|rb − ra |+ kˆ · (ξ (rb , t )− ξ (ra , t ))
%
. 	Ǝƒ

3BUIFS UIBO DPOTJEFSJOH UIF QIBTF EVF UP EJTQMBDFNFOU PG PQUJDBM TDBUUFSFST BT B RVBOUJUZ
EFđOFE PWFS B QBUI BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI JT UP DPOTJEFS UIF FYUSB QIBTF JODSFNFOU BT B
GVODUJPO PG B QBSUJDVMBS TDBUUFSJOH TJUF "TTVNF UIF PQUJDBM QBUI PG đHVSF Ǝƍ OPX FYUFOET UP
B UIJSE TDBUUFSJOH TJUF BU rc XJUI VOJU PQUJDBM QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO kˆb ,c  ăF QIBTF JODSFNFOU
PWFS UIF QBUI GSPN ra UP rc XJMM CF UIF TVNNBUJPO PG UIF UXP JOEJWJEVBM JODSFNFOUT
∆φa,c = k0n0
&
kˆ · (ξ (rb , t )− ξ (ra , t ))+ kˆb ,c · (ξ (rc , t )− ξ (rb , t ))
'
. 	ƎƓ

*G UIF TDBUUFSFST BU ra BOE rc BSF TUBUJPOBSZ 	PS UIF JODSFNFOUBM QIBTF EVF UP UIFJS PTDJMMB
UJPO IBT BMSFBEZ CFFO DPOTJEFSFE JO TPNF TFSJFT FYQBOTJPO

∆φa,c = k0n0
&
kˆ · ξ (rb , t )− kˆb ,cξ (rb , t )
'
. 	ƎƔ

ƎƐ .FDIBOJTNT PG DPIFSFOU BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO Ǝƕ
%FOPUJOH UIF TDBUUFSFS BU QPTJUJPO rb UIF j UI TDBUUFSFS UIF JODPNJOH PQUJDBM QSPQBHBUJPO
EJSFDUJPO kˆ j = kˆ BOE UIF PVUHPJOH QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO kˆ j+1 = kˆb ,c 
∆φ j =−k0n0(kˆ j+1− kˆ j ) · ξ (rb , t ). 	Ǝƕ

ƎƐƎ 1FSUVSCBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO
"T BO BDPVTUJD đFME QSPQBHBUFT UISPVHI BNFEJVN BNFDIBOJDBM TUSBJO JT EFWFMPQFE BT SFHJPOT
BSF MPDBMMZ DPNQSFTTFE BOE SBSFđFE ăJT TUSBJONPEJđFT UIF MPDBM QFSNJUUJWJUZ JO UIFNFEJVN
BOE UIVT UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO BT EFQJDUFE JO đHVSF ƎƎ ăF NBHOJUVEF PG UIJT JOUFSBDUJPO
JT EFTDSJCFE CZ UIF BEJBCBUJD QJF[PPQUJD DPFċDJFOU En/Ep PG UIFNFEJVN XIJDI JT 1.466×
10−10NƎ/¢ƍ JO XBUFS <ƍƌƔ> 8F GPMMPX UIF MJUFSBUVSF <ƍƏƑ> JO EFđOJOH UIF RVBOUJUZ
η=
En
Ep
ρv2a , 	Ǝƍƌ

XIFSF ρ JT UIF EFOTJUZ PG UIF JOTPOJđFE NFEJVN BOE va UIF TQFFE PG TPVOE ăJT QFSNJUT B
DPOWFOJFOU GPSN PG UIF SFTVMUJOH WBSJBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO XIFO FYQSFTTFE JO UFSNT
PG BDPVTUJD QBSUJDMF EJTQMBDFNFOU /PUJOH UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO BDPVTUJD QBSUJDMF EJTQMBDF
NFOU BOE QSFTTVSF JO BO IBSNPOJD QMBOF XBWF 	ξ = p/(ρvaωa)
 BMMPXT UIF WBSJBUJPO JO UIF
JOEFY PG SFGSBDUJPO GSPN UIF CBDLHSPVOENFEJVN EVF UP UIF BDPVTUJD đFME PG FRVBUJPO ƎƏ UP
CF XSJUUFO BT
∆n(r, t ) = n0ηkaA0(r)cos(ωt +φ(r)). 	Ǝƍƍ

Optical Scatterer
ra
rb
∆n0
Optical Path
Time Varying Acoustic
 Amplitude (Blue)
'JHVSF ƎƎ *MMVTUSBUJPO PG UIF UJNF WBSZJOH JOEFY PG SFGSBDUJPO PWFS UIF MFOHUI PG BO PQUJDBM
QBUI EVF UP QFSUVSCBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO CZ BO BQQMJFE BDPVTUJD đFME
-FU VT BHBJO DPOTJEFS BO BSCJUSBSZ PQUJDBM QBUI CFUXFFO UXP TDBUUFSFST JO B NFEJVN BU ra
BOE rb  ăF QIBTF BDDSVFE PWFS UIF VOQFSUVSCFE PQUJDBM QBUI JT HJWFO CZ FRVBUJPO ƎƎ ăF
JODSFNFOUBM QIBTF BDDSVFE PWFS UIF QBUI EVF UP UIF TQBUJBMMZ WBSZJOH JOEFY PG SFGSBDUJPO JT
HJWFO CZ
∆φna,b = k0n0ηka
∫ rb
ra
A0(r)cos(ωt +φ(r))Er. 	ƎƍƎ

ƎƑ .PEFMT PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ Əƌ
ăF UPUBM UJNFWBSZJOH QIBTF BDDSVFE PWFS UIF QBUI XJUI QFSUVSCFE JOEFY PG SFGSBDUJPO JT
φna,b = k0n0
∫ rb
ra
!
1+ ηkaA0(r)cos(ωt +φ(r))
"
Er. 	ƎƍƏ

ƎƐƏ $PNCJOJOH UIF NFDIBOJTNT
*O UIFPSZ UIF JOUFHSBUJPO PG UIF QFSUVSCFE JOEFY PG SFGSBDUJPO PG TFDUJPO ƎƐƎ TIPVME CF
QFSGPSNFE PWFS UIF MJNJUT EFđOFE CZ EJTQMBDFE PQUJDBM TDBUUFST PG TFDUJPO ƎƐƍ " DPNQMFUF
FYQSFTTJPO GPS UIF JODSFNFOUBM QIBTF PWFS B QBUI CFUXFFO UXP TDBUUFSJOH TJUFT BU ra BOE rb
XPVME UIFO CF
∆φa,b = k0n0
⎡⎣kˆ · (ξ (rb , t )− ξ (ra , t ))+ ηka ∫ rb+ξ (rb ,t )
ra+ξ (ra ,t )
A0(r)cos(ωt +φ(r))Er
⎤⎦ ,
	ƎƍƐ

BOE UIF DPNQMFUF QIBTF JODSFNFOU PWFS UIF QBUI HJWFO CZ
φa,b = k0n0|rb − ra |+∆φa,b . 	ƎƍƑ

*O QSBDUJDF UIF BEEJUJPOBM QIBTF JO UIF MJNJUT PG UIF JOUFHSBUJPO JT PĕFO OFHMFDUFE GSPN
BOBMZUJDBM GPSNVMBUJPOT BT |ξ (r, t )| JT DPOTJEFSFE UP CF NVDI TNBMMFS UIBO B UZQJDBM GSFF QBUI
|rb − ra | BU UIF GSFRVFODJFT BOE QSFTTVSFT PG JOUFSFTU <ƍƍƔ> *O UIJT DBTF UIF UXP NFDIBOJTNT
BOE UIFJS BTTPDJBUFE QIBTF JODSFNFOUT BSF DPOTJEFSFE JOEFQFOEFOUMZ
ƎƑ .PEFMT PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ
5XPQSJNBSZ BOBMZUJDBMNPEFMT PG605XFSF EJTDVTTFE JO UIF FBSMJFS SFWJFX ăFđSTU JT CBTFE
VQPO BO FYUFOTJPO PG UIFNFUIPET PG EJĈVTJOHXBWF TQFDUSPTDPQZ ăF TFDPOE JT CBTFE VQPO B
SFGPSNVMBUJPO PG UIF SBEJBUJWF USBOTGFS FRVBUJPO *O UIJT DIBQUFS XF JOUSPEVDF CPUI NFUIPET
UIFJS MJNJUBUJPOT BOE DBQBCJMJUJFT 8F QSPWJEF POMZ BO PWFSWJFX PG UIF MBUUFS NFUIPE IFSF
TJODF UIF UIFPSZ JT EFWFMPQFE GVSUIFS JO UIF CPEZ PG UIJT XPSL 	QBSUJDVMBSMZ JO DIBQUFST Ə BOE
Ɛ

ƎƑƍ 605NPEFMT CBTFE VQPO EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ
%JĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ JOWFTUJHBUFT UIF OBUVSF PG B UVSCJE NFEJB CZ BOBMZTJOH UIF EZ
OBNJD QSPQFSUJFT PG UIF NVMUJQMF TDBUUFSJOH PG EJĈVTF MJHIU QBTTJOH UISPVHI UIF NFEJVN BT
UIF TDBUUFSFST VOEFSHP #SPXOJBONPUJPO ăJT IBT B DMFBS DPSPMMBSZ XJUI UIF đSTU NFDIBOJTN
PG JOUFSBDUJPO EFTDSJCFE JO UIJT DIBQUFS BOE GPS UIJT SFBTPO NBOZ PG UIF NFUIPET PG BOBMZTJT
BQQMJFE UP UIJT đFME XFSF TVCTFRVFOUMZ BQQMJFE UP DPOTJEFS UIF BDPVTUJDBMMZ ESJWFO EJTQMBDF
NFOU PG B UVSCJE NFEJVNT TDBUUFSJOH PCKFDUT
ăF NFBTVSF VTFE JO UIF %84 BQQSPBDI CPUI GPS FNQJSJDBM NFBTVSFNFOU BOE BT UIF
PVUQVU PG UIF BOBMZUJDBM GPSNVMBUJPOT JT UIF VOOPSNBMJTFE FMFDUSJD đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVOD
ƎƑ .PEFMT PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ Əƍ
UJPOƍ <ƍƌƏ>
G(τ) = 〈E(t )E∗(t +τ)〉t 	Ǝƍƒ

XIFSF t JT UJNF τ JT MBH E(t ) JT UIF FMFDUSJD đFME PG UIF TDBUUFSFE MJHIU E∗(t ) JT UIF DPOKVHBUF
PG UIF FMFDUSJD đFME BOE UIF BOHMF CSBDLFUT SFQSFTFOU BWFSBHJOH PWFS UJNF ăF FMFDUSJD đFME
BU B HJWFO QPJOU JO TQBDF JT UIF TVNNBUJPO PG BMM UIF QPTTJCMF TDBUUFSJOH QBUIT UBLFO CZ UIF
MJHIU UISPVHI UIFNFEJVN GSPN B DPIFSFOU TPVSDF 'PS%84XF FYQFDU UIBU BT UIF TDBUUFSJOH
QBSUJDMFT NPWF SBOEPNMZ VOEFS #SPXOJBO NPUJPO UIF DPSSFMBUJPO PG UIF FMFDUSJD đFME XJMM
EFDSFBTF BDDPSEJOH UP UIF NBHOJUVEF PG UIF NFBOTRVBSF QBSUJDMF EJTQMBDFNFOU XIJDI JT JO
UVSO SFMBUFE UP UIF UFNQFSBUVSF TJ[F BOE EJĈVTJWJUZ PG UIF QBSUJDMFT <Ɣƕ> *G XF OFHMFDU #SPX
OJBO NPUJPO BOE JOTUFBE DPOTJEFS UIF BVUPDPSSFMBUJPO EVF UP UIF BQQMJDBUJPO PG BO IBSNPOJD
VMUSBTPVOE đFME XF NJHIU OPX FYQFDU UP đOE BO BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO XIJDI JUTFMG JT
IBSNPOJD UIF BDPVTUJD đFME WJB UIF NFDIBOJTNT PG JOUFSBDUJPO NPEJđFT UIF JOEJWJEVBM TDBU
UFSJOH QBUIT UP B WBSZJOH FYUFOU CFGPSF SFUVSOJOH UP UIFJS JOJUJBM WBMVFT BOE TP PO *O UIJT DBTF
XF NJHIU đOE JU DPOWFOJFOU UP DPOTJEFS UIF QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ PG UIF EFUFDUFE FMFDUSJDBM
đFME #Z UIF 8JFOFS,IJODIJO UIFPSFN XF DBO đOE UIF PQUJDBM QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ CZ
UBLJOH UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF FMFDUSJD đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO
S(ω) =
∫ ∞
−∞
G(τ)exp(− jωτ)Eτ. 	ƎƍƓ

ăF GPSNT PG UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPOT BOE QPXFS TQFDUSVNEFOTJUJFT GPS CPUI%84 BOE
BDPVTUPPQUJDT BSF JMMVTUSBUFE JO đHVSF ƎƏ
5P EFWFMPQ BO FYQSFTTJPO GPS UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO XIJDI DPOTJEFST CPUI NFDI
BOJTNT PG JOUFSBDUJPO VOEFS JOTPOJđDBUJPO CZ BO BDPVTUJD đFME XF CFHJO CZ BTTVNJOH UIF
SBUJP PG UIF PQUJDBM USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI BOE UIF PQUJDBM XBWFMFOHUI UP CF NVDI HSFBUFS
UIBO VOJUZ 	lUS/λ0≫ 1
 "T TVDI XF JNQMZ UIFSF JT OP DPSSFMBUJPO CFUXFFO EJĈFSFOU PQUJDBM
QBUIT 〈Es=s1 (t )E∗s ̸=s1(t + τ)〉t = 0 XIFSF Es (t ) JT UIF GSBDUJPO PG UIF JODJEFOU FMFDUSJD đFME
TDBUUFSFE BMPOH B QBUI PG MFOHUI s  ăJT BTTVNQUJPO PG XFBL TDBUUFSJOH BMMPXT VT UP XSJUF UIF
BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO BT BO JOUFHSBUJPO PWFS BMM QPTTJCMF QBUI MFOHUIT
G(τ) = 〈E(t )E∗(t +τ)〉t =
∫
s
p(s)〈Es (t )E∗s (t +τ)〉t Es , 	ƎƍƔ

XIFSF p(s) JT UIF QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO PG s  *O EPJOH TP XF BMTP BTTVNF UIBU UIF
BDPVTUJD BNQMJUVEF JT OPU TP HSFBU BT UP DBVTF WBSJBUJPO JO p(s ) PWFS BO BDPVTUJD QFSJPE 5BLJOH
UIF TDBUUFSJOH BOJTPUSPQZ g = 0 TVDI UIBU lUS = lU UIFSF XJMM CFN + 1 QBUIT PWFS XIJDI XF
NVTU BDDSVF QIBTF JODSFNFOUT GPS B QBUI JOWPMWJOHN ≈ s/lUS TDBUUFSJOH FWFOUT ăF SFTVMUBOU
ƍ*O UIF MJUFSBUVSF UIJT PĕFO EFOPUFEG1 UP EJTUJOHVJTI JU GSPN UIF JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPOG2
8F XJMM OFHMFDU UIF TVCTDSJQU JO UIJT XPSL
ƎƑ .PEFMT PG VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƏƎ
Brownian Motion Harmonic Acousto-Optics
(Neglecting Brownian Motion)
G
τ
G1
τ
ωa ωω
I I
'JHVSF ƎƏ *MMVTUSBUJPO PG UIF GPSN PG UIF FMFDUSJD đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO BOE QPXFS
TQFDUSBM EFOTJUZ FYQFDUFE GSPN B EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ BOE BDPVTUPPQUJD NFBTVSF
NFOU
đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO DBO CF XSJUUFO
〈Es (t )E∗s (t +τ)〉t =
,
exp
-
− j
&N+1∑
j=1
(∆φn, j (t +τ)−∆φn, j (t ))
+
N∑
j=1
(∆φd , j (t +τ)−∆φd , j (t ))
'/0
t
,
	Ǝƍƕ

XIFSF∆φn, j JT UIF QIBTF JODSFNFOU EVF UP UIF QFSUVSCBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO PWFS
UIF QBUI MFBEJOH UP UIF j UI TDBUUFSFS BT EFđOFE JO FRVBUJPO ƎƍƎ BOE∆φd , j JT UIF QIBTF JODSF
NFOU EVF UP EJTQMBDFNFOU PG UIF j UI PQUJDBM TDBUUFSFS BT EFđOFE JO FRVBUJPO Ǝƕ $PNQMFUJOH
UIF GPSNVMBUJPO PG UIF UIF BOBMZUJD UIFPSZ OPX SFRVJSFT UXP TUFQT
r 'JSTU UIF UFSNT GPS UIF QIBTF JODSFNFOUT NVTU CF BWFSBHFE PWFS BMM UJNF QBUI MFOHUIT
BOEQSPQBHBUJPO BOHMFT *O8BOHT PSJHJOBM GPSNVMBUJPO <ƍƏƑ> UIJT BMHFCSBJDNBOJQVMB
UJPO XBT QFSGPSNFE CZ BTTVNJOH BO BDPVTUJD QMBOF XBWF VOEFS DPOEJUJPOT PG JTPUSPQJD
TDBUUFSJOH JO BO IPNPHFOFPVT NFEJVN XJUI XFBL DPSSFMBUJPOT CFUXFFO TDBUUFSJOH
QIBTF JODSFNFOUT 	ka lUS ≫ 1
 -BUFS XPSL EFWFMPQFE UIF BMHFCSBJD NBOJQVMBUJPO UP
JODMVEF BOJTPUSPQJD TDBUUFSJOH <ƍƍƐ> 	JO UIF QIBTF JODSFNFOUT
 BOE TUSPOH DPSSFMBUJPOT
CFUXFFO TDBUUFSJOH QIBTF JODSFNFOUT <ƍƍƒ>
Ǝƒ "VUPDPSSFMBUJPO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƏƏ
r 4FDPOE UIF QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO PG UIF QPUFOUJBM TDBUUFSJOH QBUI MFOHUIT 	p(s)

GPS B QBSUJDVMBS HFPNFUSZ BOE PQUJDBM TPVSDFEFUFDUPS DPOđHVSBUJPO NVTU CF TPVHIU
JO PSEFS UP QFSNJU UIF JOUFHSBUJPO PWFS s  UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO IBT CFFO VTFE
GPS UIJT QVSQPTF JO FBDI PG UIF TUVEJFT PG %84 4PMVUJPOT IBWF CFFO MJNJUFE UP TUVEJFT
JOWPMWJOH TMBC HFPNFUSJFT VOEFS QMBOBS JMMVNJOBUJPO
*O TVNNBSZ UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPOT UP UIF BDPVTUPPQUJD FĈFDU CBTFE VQPO EJĈVTJOH
XBWF TQFDUSPTDPQZ BSF POMZ DBQBCMF PG QSPEVDJOH TPMVUJPOT GPS TJNQMF HFPNFUSJFT GPS XIJDI
UIF QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO PG UIF PQUJDBM QBUI GSPN TPVSDF UP SFDFJWFS BSF LOPXO *O BMM
DBTFT BTTVNQUJPOT PG XFBL TDBUUFSJOH BOE B QMBOBS BDPVTUJD đFME BSF FNQMPZFE %FTQJUF UIFJS
MJNJUBUJPOT UIFTF TPMVUJPOT EP QSPWJEF JOTJHIU JOUP UIF SFMBUJWF JNQPSUBODF PG UIFNPEVMBUJPO
NFDIBOJTN BOE UIFJS SFMBUJPOTIJQ UP UIF BDPVTUJD BOE PQUJDBM QBSBNFUFST PG UIF QSPCMFN
ƎƑƎ 605NPEFMT CBTFE VQPO DPSSFMBUJPO USBOTQPSU
"OBMUFSOBUJWF GPSNVMBUJPOPG BDPVTUPPQUJD UIFPSZIBT CFFOQSFTFOUFE JO UIF MJUFSBUVSFXIJDI
BJNT UP BWPJE UIF MJNJUBUJPOT PG UIF %84 BQQSPBDI JO QFSNJUUJOH UIF DPOTJEFSBUJPO PG BSCJ
USBSZ IFUFSPHFOFPVT PQUJDBM QSPQFSUJFT BOE VMUSBTPVOE đFMET <ƍƍƔ> ăJT GPSNVMBUJPO BQQMJFT
UIF NFUIPET 	BOE BQQSPYJNBUJPOT
 PG SBEJBUJWF USBOTQPSU <ƕƓ> UP EFWFMPQ B DPSSFMBUJPO USBOT
GFS FRVBUJPO UIJT BQQSPBDI IBT QSFWJPVTMZ CFFO CFFO BQQMJFE UP NFEJB XJUI TDBUUFSFST VOEFS
HPJOH #SPXOJBO NPUJPO <Ǝ ƏƑ>
"T XBT EJTDVTTFE JO PVS JOUSPEVDUJPO UP UJTTVF PQUJDT UIF QSJNBSZ MJNJUBUJPO PG USBOTQPSU
TUZMF NPEFMT JT UIBU JU JT EJċDVMU UP đOE TPMVUJPOT GPS BOZUIJOH CVU UIF TJNQMFTU PG HFPNFUSJFT
"T XJUI SBEJBUJWF USBOTQPSU B UZQJDBM BQQSPBDI JOWPMWFT TUBUJTUJDBMMZ TBNQMJOH UIF FRVBUJPO JO
B TUBUJTUJDBM .POUF$BSMP NPEFM
8F XJMM DPOTJEFS USBOTQPSU TUZMF NPEFMT PG 605 	BOE UIF BQQSPYJNBUJPO PG UIFJS TP
MVUJPO CZ .POUF$BSMP NFUIPET
 JO DIBQUFS Ə BOE GVSUIFS BQQSPYJNBUJPOT XIJDI QFSNJU
EFUFSNJOJTUJD OVNFSJDBM TPMVUJPO JO DIBQUFS Ɛ
Ǝƒ "VUPDPSSFMBUJPO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ
*O UIJT XPSL XF XJMM DPODFOUSBUF PO EFWFMPQNFOU PG NPEFMT BOE SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVFT
BQQMJFE UP BVUPDPSSFMBUJPO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ B UFDIOJRVF PSJHJOBMMZ
EFNPOTUSBUFE FYQFSJNFOUBMMZ CZ -FVU[ BOE .BSFU <ƓƐ> BOE TVCTFRVFOUMZ CZ PUIFST <ƎƓ>
<Ɠƕ>
Ǝƒƍ &YQFSJNFOUBM UFDIOJRVF
ăFTDBUUFSJOHNFEJVN JT JMMVNJOBUFECZ B DPIFSFOU FMFDUSPNBHOFUJDXBWFXIJDI DBOCFQPJOU
MJLF JO UIF DBTF PG EJSFDU đCSF DPVQMJOH PS PWFS BO FYUFOEFE BSFB JG UIF CFBN JT FYQBOEFE
BDDPSEJOHMZ ăF NFEJVN JT JOTPOJđFE CZ B GPDVTFE UJNFIBSNPOJD BDPVTUJD đFME XIJDI DBO
Ǝƒ "VUPDPSSFMBUJPO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƏƐ
CF TDBOOFE UISPVHI UIF NFEJVN JO UIF DBTF PG JNBHJOH PS đYFE JO UIF DBTF PG QPJOUMJLF
TFOTJOH
" TQFDLMFE XBWFGSPOU FNBOBUFT GSPN UIF TBNQMF XIJDI JT NPEVMBUFE CZ UIF BDPVTUP
PQUJD JOUFSBDUJPO " TJOHMF DPIFSFODF BSFB JT TFMFDUFE BOE EFUFDUFE CZ BO BQQSPQSJBUF EFUFDUPS
0XJOH UP UIF TNBMM TJHOBM MFWFMT BWBJMBCMF GSPN B TJOHMF DPIFSFODF BSFB UIJT JT UZQJDBMMZ B 1.5
PS BWBMBODIF QIPUPEJPEF 	"1%
 PQFSBUJOH JO QIPUPO DPVOUJOH NPEF UIBU JT UP TBZ UIBU JO
EJWJEVBM QVMTFT BSF PVUQVU GSPN UIF EFUFDUPS BT FBDI QIPUPO JT SFDPSEFE
ăFPVUQVU PG UIF EFUFDUPS DBO CF QSPDFTTFE EJSFDUMZ CZ B EFEJDBUFE EJHJUBM BVUPDPSSFMBUPS
PS BMUFSOBUJWFMZ UIJT DBO CF BDIJFWFE JO TPĕXBSF CZ SFDPSEJOH UIF BSSJWBM UJNFT PG EFUFDUFE
QIPUPOT
ƎƒƎ 0CTFSWBCMFT BOE SFMBUFE RVBOUJUJFT
ăFQSJODJQBMNFBTVSFNFOU UZQF GPS BVUPDPSSFMBUJPO605JT UIF FMFDUSJD đFME BVUPDPSSFMBUJPO
GVODUJPO
GΓ(τ) = 〈EΓ(t )EΓ(t +τ)〉t . 	ƎƎƌ

ăF TVQFSTDSJQU Γ EFOPUFT UIBU UIJT JT B NFBTVSFNFOU PG UIF NPEVMBUJPO EFQUI ĔVY BDSPTT
UIF CPVOEBSZ SBUIFS UIBO B NFBTVSFNFOU PG UIF NPEVMBUJPO EFQUI ĔVFODF BU B QPJOU XJUIJO
UIF NFEJVN *O QSBDUJDF UIJT NFBTVSFNFOU JT EFSJWFE GSPN UIF JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO
GVODUJPO WJB UIF 4JFHFSU SFMBUJPOTIJQ
/VNFSPVTNFBTVSFT EFSJWFE GSPN UIF đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO IBWF CFFO FNQMPZFE
JO UIF MJUFSBUVSF 4PNF TVDI BT UIFNPEVMBUJPO EFQUI IBWF CFFOEFđOFEEJĈFSFOUMZ CZ WBSJPVT
BVUIPST 0OF SFBTPO GPS UIJT BNCJHVJUZ JT UIBU EFQFOEJOH VQPO UIF DPOUFYU UIF BVUPDPSSFMB
UJPO GVODUJPO NBZ CF BOBMZTFE JO UIF UJNF 	MBH
 EPNBJO PS CZ JUT 'PVSJFS USBOTGPSN JO UIF
GSFRVFODZ EPNBJO *O UIJT XPSL XF XJMM XPSL JO CPUI EPNBJOT BOE XF OPX PVUMJOF UIF UFS
NJOPMPHZ XF FNQMPZ JO FBDI DBTF BOE IPX UIJT SFMBUFT UP NFBTVSFT VTFE CZ PUIFS BVUIPST *O
BMM DBTFT XF XJMM BTTVNF UIBU UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO IBT CFFO QPTUQSPDFTTFE UP SFNPWF
UIF FYQPOFOUJBM EFDBZ EVF UP #SPXOJBO NPUJPO FWJEFOU JO SFBM NFBTVSFNFOUT
5JNF EPNBJO
ăF đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO DBO CF BOBMZTFE EJSFDUMZ JO UIF UJNF EPNBJO " VTFGVM
RVBMJUZ PG UIF UJNFEPNBJONFBTVSFNFOUT JT UIBU BO FWBMVBUJPOPG UIF VOOPSNBMJTFE GVODUJPO
BU τ = 0 HJWFT UIF JOUFOTJUZ UIBU XPVME CF NFBTVSFE JO B TUBOEBSE PQUJDBM FYQFSJNFOU *O UIF
MJUFSBUVSF PG 605 UIJT JT PĕFO SFGFSSFE UP BT UIF A%$ DPNQPOFOU UIPVHI DBSF TIPVME CF
UBLFO TJODF UIJT TJODF UIJT RVBOUJUZ EJĈFST GSPN UIF %$ DPNQPOFOU PG UIF QPXFS TQFDUSBM
EFOTJUZ 	TFF UIF GPMMPXJOH TFDUJPO

G(Γ)%$(r) =G
(Γ)(0,r) = L(Γ)(r). 	ƎƎƍ

Ǝƒ "VUPDPSSFMBUJPO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ ƏƑ
*O UIF DBTF UIBU UIF TVQFSTDSJQU Γ JT QSFTFOU JOEJDBUJOH B NFBTVSFNFOU PG ĔVY BDDSPTT UIF
CPVOEBSZ UIF TQBUJBM MPDBUJPO r SFQSFTFOUT UIF MPDBUJPO PG B QPJOU EFUFDUPS *O JUT BCTFODF
UIF NFBTVSFNFOU JT PG UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF XJUIJO UIF NFEJVN BU UIF TQFDJđFE QPJOU
-FTT BNCJHVPVT JT UIBU XIJDI JT PĕFO SFGFSSFE UP BT UIF A"$ DPNQPOFOU
G(Γ)"$(r) =G
(Γ)(0,r)−G(Γ)(T /2,r), 	ƎƎƎ

XIJDINFBTVSFT UIF UPUBM ĔVDUVBUJPO PG UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO BT B SFTVMU PG BMM TQFDUSBM
DPNQPOFOUT JO UIF TJHOBM ăJT NFBTVSF JT UZQJDBMMZ BQQMJFE UP UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO
BěFS SFNPWBM PG BOZ FYQPOFOUJBM EFDBZ EVF UP #SPXOJBO NPUJPO
0OF PG UIF NPTU DPNNPO NFBTVSFNFOUT JT UIF NPEVMBUJPO EFQUI 8F GPMMPX UIF DPN
NPO EFđOJUJPO
.%(Γ)(r) =
G(Γ)"$(r)
G(Γ)%$(r)
=
G(0,r)−G (T /2,r)
G(0,r)
= 1− g
11
2
T ,r
2
, 	ƎƎƏ

XIFSFT JT UIF BDPVTUJD QFSJPE BOE g (τ,r) JT UIF OPSNBMJTFE đFME BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO
'SFRVFODZ EPNBJO
#Z UIF 8JFOFS,IJODIJO UIFPSFN UIF 'PVSJFS USBOTGPSN PG UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO
HJWFT UIF QPXFSTQFDUSBM EFOTJUZ 	14%
 PG UIF TJHOBM S (Γ)(ω,r) 4JODF E(t ) JT SFBM BOE XJEF
TFOTF TUBUJPOBSZ UIF TQFDUSBMEFOTJUZ JT FWFO SFBM BOE OPOOFHBUJWF "T TIBMM CF TFFO JO UIJT
XPSL JU JT PĕFO DPOWFOJFOU UP XPSL JO UIF GSFRVFODZ EPNBJO /VNFSPVT BVUIPST IBWF SFEF
đOFE UIF NPEVMBUJPO EFQUI BT CFJOH UIF SBUJP PG UIF 14% BU TPNF IBSNPOJD PG UIF BDPVTUJD
GSFRVFODZ UP UIF DPNQPOFOU BU %$ω = 0 8F TIBMM NBLF DMFBS UIF VTF PG UIF GSFRVFODZ EP
NBJO .% NFBTVSFNFOU BU UIF N UI IBSNPOJD CZ SFGFSSJOH UP UIF N UI IBSNPOJD NPEVMBUJPO
EFQUI
.%(Γ)N (r) =
S(Nωa ,r)
S(0,r)
, 	ƎƎƐ

XIFSF UIF TVQFSTDSJQU UBLFT UIF TBNF NFBOJOH BT UIF QSFWJPVT DBTF ăF đSTU IBSNPOJD NPE
VMBUJPO EFQUI JT B HPPE BQQSPYJNBUJPO GPS UIF NPEVMBUJPO EFQUI XIFO UIF NPEVMBUJPO JT
TNBMM .%≈.%1 .%≪ 1
ăF UPUBM JOUFOTJUZ NBZ CF GPVOE JO UIF GSFRVFODZ EPNBJO CZ JOUFHSBUJOH PWFS BMM GSF
RVFODZ
L(Γ)(r) =G(Γ)(0,r) = 2
∫ ∞
0
S (Γ)(ω,r) Eω, 	ƎƎƑ

BOE IFODF UIF UJNF EPNBJO NPEVMBUJPO EFQUI XIJDI DPOTJEFST BMM BDPVTUJD IBSNPOJDT DBO
CF DBMDVMBUFE CZ
.%(Γ)(r) =
∫∞
ωa
S (Γ)(ω,r) Eω∫∞
0 S
(Γ)(ω,r) Eω
. 	ƎƎƒ

ăJT JT SBSFMZ VTFE JO UIF MJUFSBUVSF TJODF UIF NFBTVSFNFOU JT NPSF FBTJMZ BDRVJSFE GSPN UIF
UJNFEPNBJO BOE GSFRVFODZ EPNBJONFBTVSFT BSF UZQJDBMMZ FNQMPZFE XIFO UIFNPEFMT POMZ
DPOTJEFS B đOJUF OVNCFS PG UIF BDPVTUJD IBSNPOJDT
$IBQUFS Ə
" IJHIMZ QBSBMMFM .POUF$BSMP NPEFM PG
DPSSFMBUJPO USBOTQPSU
Əƍ *OUSPEVDUJPO
ăF QSPCMFN PG MJHIUUSBOTQPSU JO IJHIMZ TDBUUFSJOH NFEJB JT XFMM EFTDSJCFE CZ UIF SBEJBUJWF
USBOTGFS FRVBUJPO 	35&
 VOEFS DPOEJUJPOT XIJDI BSF UZQJDBMMZ TBUJTđFE CZ CJPMPHJDBM UJTTVFT
<Ƒƒ> 6OGPSUVOBUFMZ BOBMZUJDBM TPMVUJPOT UP UIF 35& BSF MJNJUFE UP TJNQMF HFPNFUSJFT
"QQSPYJNBUF OVNFSJDBM TPMVUJPOT UP UIF 35& DBO JO QSJODJQMF CF TPVHIU WJB EFUFSNJO
JTUJD OVNFSJDBM BQQSPBDIFT TVDI BT UIF đOJUF FMFNFOU NFUIPE <ƍƏƍ> 4VDI BQQSPBDIFT SF
RVJSF UIBU UIF TJNVMBUJPO EPNBJO CF EJTDSFUJTFE UP GPSN B MJOFBS TZTUFN PG FRVBUJPOT XIJDI
DBO CF TPMWFE CZ WBSJPVT EJSFDU PS JUFSBUJWF UFDIOJRVFT *O UISFF EJNFOTJPOT UIF 35& JT BO
JOUFHSPEJĈFSFOUJBM FRVBUJPOXIJDI TPMWFT GPS UIF đWFEJNFOTJPOBM RVBOUJUZ PG TQFDJđD JOUFO
TJUZ 	EFđOFE PWFS TQBDF BOE UIF EJSFDUJPO PG QSPQBHBUJPO
 UIJT SFRVJTJUF EJTDSFUJTBUJPO MFBET
UP QSPIJCJUJWFMZ MBSHF MJOFBS TZTUFNT JO UIF DBTF PG UISFFEJNFOTJPOBM TJNVMBUJPOT
"O BMUFSOBUJWF BQQSPBDI JT UIF BQQMJDBUJPO PG UIF .POUF$BSMP 	.$
 NFUIPE JO XIJDI
UIF EFTJSFE PCTFSWBCMFT BSF FTUJNBUFE CZ B TUPDIBTUJD NPEFM <ƍƌƓ ƍƎƌ ƍƏƐ> "O FTUJNBUJPO
DPOWFSHFT UPXBSET JUT FYQFDUFE WBMVF BTXF SVO B MBSHFOVNCFS PG USJBMT PG UIF TUPDIBTUJDNPEFM
FBDI PG XIJDI TBNQMFT TPNF TUBUF PG UIF TZTUFN VOEFS JOWFTUJHBUJPO *O UIF DBTF PG MJHIU USBOT
QPSU BT EFTDSJCFE CZ UIF 35& FBDI USJBM DPOTJTUT PG UIF QSPQBHBUJPO PG BO BNPVOU PG FOFSHZ
MBVODIFE JOUP UIFNFEJVN BOE QSPQBHBUFE BDDPSEJOH UP TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT PG UIFNFEJVN
XIJDI UIFNTFMWFT DBO CF EFSJWFE GSPN UIF FMFDUSPNBHOFUJD XBWF FRVBUJPO <ƔƑ> 8IJMTU FY
USFNFMZ ĔFYJCMF UIF .$ UFDIOJRVF JT DPNQVUBUJPOBMMZ JOUFOTJWF OVNFSPVT WBSJBODF SFEVD
UJPO UFDIOJRVFT IBWF CFFO FNQMPZFE UP JNQSPWF FċDJFODZ XJUI TPNF SFTFBSDIFST FNQMPZJOH
AXIJUF.$NPEFMT XIFSFCZ BCTPSQUJPO QSPDFTTFT BSF BQQMJFE UP UIF TBNQMFE USJBMT PG B TJOHMF
.$ NPEFM JO QPTUQSPDFTTJOH <Ə Ɛƕ ƒƐ ƕƑ> *NQSPWFNFOUT JO TJNVMBUJPO TQFFE IBWF BMTP
CFFO BDIJFWFE CZ UIF BQQMJDBUJPO PG BHHSFTTJWF QMBUGPSNTQFDJđD PQUJNJTBUJPOT <Ɛƌ Ƒƕ>
*O SFDFOU ZFBST DPOTJEFSBCMF BEWBODFT IBWF CFFO NBEF JO FYFDVUJOH .$ TJNVMBUJPOT PG
Əƒ
Əƍ *OUSPEVDUJPO ƏƓ
MJHIU USBOTQPSU PO UIF IJHIMZ QBSBMMFM BSDIJUFDUVSF PG HSBQIJDT QSPDFTTJOH VOJUT 	(16T
 ăF
đSTU EFNPOTUSBUJPO CZ "MFSTUBN FU BM <Ɛ> DPOTJEFSFE UIF QSPCMFN PG MJHIU USBOTQPSU JO BO IP
NPHFOFPVT TFNJJOđOJUF NFEJVN JODSFBTFT JO TQFFE PWFS B $16 JNQMFNFOUBUJPO PG VQ UP
UISFF PSEFST PG NBHOJUVEF XFSF BDIJFWFE 'BOH BOE #PBT <Ɛƍ> TVCTFRVFOUMZ EFWFMPQFE B HFO
FSBM QVSQPTF DPEF UP QFSGPSN .$ TJNVMBUJPOT JO IFUFSPHFOFPVT WPYFMJTFE HFPNFUSJFT 6O
EFS TQFDJđD DJSDVNTUBODFT TQFFE JODSFBTFT PWFS B $16 JNQMFNFOUBUJPO PG VQ UP×350 XFSF
OPUFE 4VDI JNQSPWFNFOUT JO QFSGPSNBODF IBWF CFFO SFBMJTFE CFDBVTF PG B OBUVSBM NBQQJOH
PG UIF AFNCBSSBTTJOHMZ QBSBMMFM .$ BMHPSJUIN UP UIF (16 IBSEXBSF BSDIJUFDUVSF
.POUF$BSMPNPEFMT DBO BMTP CF BQQMJFE UP UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU QSPCMFN JO BDPVTUP
PQUJDT ăSPVHIPVU UIF JOJUJBM UIFPSFUJDBM JOWFTUJHBUJPOT PG UIF BDPVTUPPQUJD UFDIOJRVF B
OVNCFS PG $16CBTFE .$ NPEFMT XFSF EFNPOTUSBUFE UP TVQQPSU UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPOT
VOEFS EFWFMPQNFOU <ƍƍƐ ƍƍƒmƍƍƕ ƍƏƑ> 8F SFDFOUMZ EFNPOTUSBUFE UIF BDDFMFSBUJPO PG B
.$ "0 TJNVMBUJPO <ƓƏ> BDIJFWJOH QFSGPSNBODF JNQSPWFNFOUT PG VQ UP×100 PWFS B $16
JNQMFNFOUBUJPO FRVJWBMFOU UP UIBU QSFTFOUFE JO SFG <ƍƏƑ> 8F BMTP EFNPOTUSBUFE UIBU PVS
(16CBTFE "0 TJNVMBUJPOT JOWPMWFE BO PSEFS PG NBHOJUVEF PG FYUSB DPNQVUBUJPOBMFĈPSU
PWFS B QVSF PQUJDBM TJNVMBUJPO
8IJMTU PVS QSFWJPVT JNQMFNFOUBUJPO PG BO "0 .$ TJNVMBUJPO <ƓƏ> XBT MJNJUFE UP IP
NPHFOFPVT TFNJJOđOJUF TMBC HFPNFUSJFT XJUI QMBOF XBWF VMUSBTPVOE IFSF XF XJMM EFWFMPQ B
DPEF DBQBCMF PG TJNVMBUJOH UIF "0 FĈFDU JO PQUJDBMMZ IFUFSPHFOFPVT EPNBJOT XJUI BSCJUSBSZ
	NPOPDISPNBUJD
 BDPVTUJD đFME EJTUSJCVUJPOT 1SFWJPVT $16CBTFE "0 .$ TJNVMBUJPOT SF
QPSUFE JO UIF MJUFSBUVSF <ƍƍƔ ƍƍƕ> IBWF JNQMFNFOUFE B TJNJMBS MFWFM PG ĔFYJCJMJUZ CZ UIF VTF PG
B WPYFMJTFE TJNVMBUJPO EPNBJO GPS UIF TQBUJBM EJTUSJCVUJPO PG UIF PQUJDBM BOE BDPVTUJD QBSBN
FUFST *O UIJT DIBQUFS XF XJMM EFNPOTUSBUF UIF JNQMFNFOUBUJPO PG PQUJDBM IFUFSPHFOFJUZ WJB
B NFTICBTFE TZTUFN XIJDI BWPJET UIF EFMFUFSJPVT FĈFDUT PG B WPYFMJTFE HFPNFUSZ <Ǝƍ> BOE
FYQMPJU UIF DPNQVUBUJPO QPXFS PG UIF (16 UP BWPJE BQQSPYJNBUJPOT JO UIF USFBUNFOU PG UIF
"0 QIBTF TIJĕT EFNPOTUSBUFE JO QSFWJPVT XPSL <ƍƍƔ>
0VS BJN JT UIF EFWFMPQNFOU PG B UPPM UIBU IBT UIF QPUFOUJBM UP QSPWJEF TJHOJđDBOU HVJE
BODF JO UIF BQQMJDBUJPO BOE PQUJNJTBUJPO PG UIF "0 UFDIOJRVF BT CPUI BO JNBHJOH BOE B
TFOTJOHNPEBMJUZ GPS B CSPBE SBOHF PG UJTTVF HFPNFUSJFT BOE EFUFDUJPONFDIBOJTNT " SPCVTU
BOE ĔFYJCMF NPEFM JT BMTP SFRVJSFE GPS UIF WBMJEBUJPO PG BQQSPYJNBUF NFUIPET TVDI BT UIPTF
EFTDSJCFE JO DIBQUFS Ɛ *O UIF GVUVSF B GBTU.POUF$BSMP NPEFM NBZ BMTP TFSWF BT UIF CBTJT PG
JNBHF SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVFT GPS VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ UIPVHI UIF
DPNQVUBUJPOBM CVSEFO XPVME MJLFMZ SFRVJSF JNQMFNFOUBUJPO PO B (16FRVJQQFE DMVTUFS
Əƍƍ 0WFSWJFX
8FCFHJO JO TFDUJPO ƏƎ XJUI BO PWFSWJFX PG UIF SFMFWBOU UIFPSZ PG DPSSFMBUJPO USBOTQPSU BOE
BO BQQSPYJNBUF BEKPJOU UFDIOJRVF FNQMPZFE GPS QPJOUTPVSDF QPJOUEFUFDUPS TJNVMBUJPOT
ăF JNQMFNFOUBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BOE JUT QPTUQSPDFTTJOH UFDIOJRVFT BSF EF
UBJMFE JO TFDUJPO ƏƏ GPMMPXJOH B CSJFG PWFSWJFX PG UIF QFSUJOFOU DPOTJEFSBUJPOT PG QBSBMMFM
ƏƎ ăFPSZ ƏƔ
QSPHSBNNJOH GPS (16 BSDIJUFDUVSFT *O TFDUJPO ƏƐ XF EFNPOTUSBUF UIF WBMJEBUJPO PG UIF
TJNVMBUJPO QSPHSBN DPOTJEFS JUT QFSGPSNBODF SFMBUJWF UP PUIFS TJNVMBUJPO DPEFT BOE EFNPO
TUSBUF POF BQQMJDBUJPO JO UIF DBMDVMBUJPO PG FYQMJDJU TQBUJBM TFOTJUJWJUZ NBQT DPSSFTQPOEJOH UP
FYQFSJNFOUBM TUVEJFT SFDFOUMZ VOEFSUBLFO
ƏƎ ăFPSZ
ƏƎƍ .POUF$BSMP SBEJBUJWF BOE DPSSFMBUJPO USBOTQPSU
*O UIF DPOUFYU PG SBEJBUJWF USBOTQPSU JU JT UIF UBTL PG UIF .$ UFDIOJRVF UP SFQFBUFEMZ QSPQ
BHBUF GSBDUJPOT PG UIF UPUBM JOQVU SBEJBODF UISPVHI UIF NFEJVN BMPOH EJĈFSFOU QBUIT XIJDI
BSF HFOFSBUFE CZ DPOTJEFSBUJPO PG UIF TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF NFEJVN " HPPE UFDIOJDBM
PWFSWJFX PG UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF 35& BOE UIF WBSJPVT .$ NFUIPET TFFO JO UIF MJU
FSBUVSF JT QSPWJEFE CZ 4BTTBSPMJ BOE .BSUFMMJ <ƍƎƌ> 8F XJMM EFTDSJCF UIF FYBDU OBUVSF PG PVS
JNQMFNFOUBUJPO JO TFDUJPO ƏƏ
*U JT VOGPSUVOBUF UIBU JO UIF MJUFSBUVSF FBDI PG UIFTF GSBDUJPOT PG FOFSHZ JT PĕFO EFTDSJCFE
BT B AQIPUPO $POUSBSZ UP UIF WFSZ OBUVSF PG UIF QIPUPO <ƕƔ> 	JO UIF RVBOUVN FMFDUSPEZ
OBNJD TFOTF
 UIFTF EFTDSJQUJPOT BTDSJCF TBJE GSBDUJPOT PG FOFSHZ B TDBMBS WBMVF BOE B MPDBUJPO
JO TQBDF 8IJMTU *TIJNBSV EJTDVTTFE UIF MJOL CFUXFFO SBEJBODF 	PS TQFDJđD JOUFOTJUZ
 BOE UIF
BWFSBHF 1PZOUJOH WFDUPS JO IJT ƍƕƓƑ CPPL <ƑƓ> JU JT OPU VOUJM NPSF SFDFOUMZ UIBU .JTDIFOLP
QSPWJEFE B DPNQMFUF EFSJWBUJPO PG UIF 35& GSPN .BYXFMMT &RVBUJPOT <ƕƓ> BOE DPOUJOVFE
UP EJTDVTT JO EFQUI UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO UIF 35& BOE UIF QIZTJDBM RVBOUJUJFT <ƕƕ> VOEFS
MZJOH UIF DPODFQU PG SBEJBODF *U JT QFSIBQT UIF JOUBOHJCMF OBUVSF PG UIF SBEJBODF XIJDI UIF
35& QSPQBHBUFT XIJDI FODPVSBHFT UIJT JNQSPQFS VTF JG UIF MJOL CFUXFFO UIF RVBOUJUJFT JO
UIF 35& 	BOE UIVT B .$ TJNVMBUJPO
 BOE BO PCTFSWBCMF XFSF QIZTJDBMMZ PCWJPVT OP EPVCU
B EJĈFSFOU OPNFODMBUVSF XPVME IBWF CFFO DIPTFO
*O UIF DPOUFYU PG .$ XF XJMM JO UIJT XPSL FNQMPZ UIF UFSN AQIPUPO QBDLFU UP SFGFS UP
TPNF GSBDUJPO PG UIF SBEJBODF QSPQBHBUJOH JO B NFEJVN 'PS PVS QVSQPTFT XF XJMM UIJOL PG
UIJT QIPUPO QBDLFU BT SFQSFTFOUJOH UIF QSPQBHBUJPO PG B RVBTJ QMBOFXBWF 	PG MJNJUFE TQBUJBM
FYUFOU
 XIJDI DBSSJFT FOFSHZ UISPVHI UIF NFEJVN BMPOH B QBSUJDVMBS QBUI <ƍƏƓ> 8F NBZ
EFTDSJCF MPDBUJPOT BU XIJDI UIJT SBZ JOUFSBDUT XJUI B TUBUJTUJDBMMZ TBNQMFE QPJOU JO UIFNFEJVN
*O UIJT TFOTF TPNF GSBDUJPO PG SBEJBODF XIJDI QSPQBHBUFE BMPOH B QBUI j  DBO CF BTDSJCFE B
WBMVF DPSSFTQPOEJOH UP UIF VOEFSMZJOH TUSFOHUI PG UIF FMFDUSJD đFME PG UIF RVBTJQMBOF XBWF
Lj (r, sˆ) = limT→+∞
1
T
∫ T
2
− T2
Ej (t )E
∗
j (t ) Et 	Əƍ

XIFSF Ej JT UIF DPNQMFY FMFDUSJD đFME TUSFOHUI BTTPDJBUFE XJUI UIF RVBTJQMBOF XIJDI DPOTUJ
UVUFT Lj (r, sˆ) BOE UIF SBEJBODF JT OPU EFQFOEFOU VQPO UJNF TJODF UIF TZTUFN JT XJEFTFOTF TUB
UJPOBSZ "T UIF TJNVMBUJPO EFUFSNJOFT UIF QBUI EFđOJOH j  UIF BTTPDJBUFE GSBDUJPO PG SBEJBODF
JT BUUFOVBUFE BDDPSEJOH UP UIF #FFS-BNCFSU MBX<ƍƎƌ> 6QPO EFUFDUJPO UIF UPUBM SBEJBODF JT
GPVOE CZ TVNNJOH PWFS BMM GSBDUJPOT L(r, sˆ) =
∑
j L j (r, sˆ)
ƏƎ ăFPSZ Əƕ
*O UIF DBTF PG BDPVTUPPQUJDT XF QSPQBHBUF TBNQMFT PG DPSSFMBUJPO SBEJBODFGj (r, sˆ, t ,τ)
UISPVHI UIF EPNBJO #Z UIF EFđOJUJPO PG UIF VOOPSNBMJTFE đFME BVUDPSSFMBUJPO GVODUJPO
G(t ,τ) = lim
T→+∞
1
T
∫ T
2
− T2
E(t )E∗(t −τ) Et , 	ƏƎ

XF EFTDSJCF UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF
Gj (r, sˆ, t ,τ) = limT→+∞
1
T
∫ T
2
− T2
Ej (t )E
∗
j (t −τ) Et . 	ƏƏ

5P QSPDFFE XF NVTU DPOTJEFS IPX Gj (r, sˆ, t ,τ) WBSJFT JO UJNF BMPOH JUT QBUI *O DIBQUFS Ǝ
XF FYQMPSFE UIF UXP NFDIBOJTNT CZ XIJDI XF DPOTJEFS DPIFSFOU MJHIU UP CF NPEVMBUFE BT JU
USBWFSTFT B QBUI CFUXFFO UXP TDBUUFSJOH TJUFT *O UIF.$QSPDFEVSF FBDI JOQVU QIPUPO QBDLFU
	RVBTJQMBOF XBWF
 XJMM VOEFSHPN −1 TFRVFOUJBM TDBUUFSJOH FWFOUT BU rk  GPS 1≤ k ≤N −1
k ∈ ! CFGPSF JU MFBWFT UIF UVSCJE NFEJVN *G XF BTTVNF UIBU UIF PQUJDBM TPVSDF EPFT OPU
NPWF XJUI UIF BDPVTUJD đFME ξs (r0, t ) = 0 XF DBO SFXSJUF UIF QIBTF JODSFNFOU EVF UP UIF
EJTQMBDFNFOU PG TDBUUFSFST 	FRVBUJPO Ǝƕ

φd (r, t ) =−n0
5
k0,k+1−k0,k
6 · ξs (r, t ), 	ƏƐ

XIFSF k0 ,k BOE k0,k+1 SFQSFTFOU UIF PQUJDBM XBWFWFDUPST QSJPS UP BOE GPMMPXJOH JODJEFODF
XJUI UIF TDBUUFSFS BU rk  SFTQFDUJWFMZ /PX PWFS UIF QBUI j JOWPMWJOHN GSFF QBUIT BOEN − 1
TDBUUFSJOH FWFOUT XF NBZ XSJUF UIF DPNQMFY QIBTF QFSUVSCBUJPO
φ j (t ) =
N−1∑
k=1
φd (rk, t )+
N∑
k=1
φn(rk−1,rk, t ), 	ƏƑ

XIFSF j JT B QBSUJDVMBS TDBUUFSJOH FWFOU r0 JT UIF JOQVU MPDBUJPO BOE rN = r JT UIF MPDBUJPO
XIFSF UIF QBUI JT EFUFDUFE 4JODF φd BOE φn BSF FYQSFTTFE JO DPNQMFY BOBMZUJD GPSN BOE
UIF BDPVTUJD đFME JT NPOPDISPNBUJD UIF SFTVMUBOU TVNNBUJPO MFBET UP B DPNQMFY QIBTF QFS
UVSCBUJPO XJUI B QBSUJDVMBS NBHOJUVEF BOE QIBTF PĈTFU XIJDI PTDJMMBUFT IBSNPOJDBMMZ BU UIF
BDPVTUJD GSFRVFODZ 5BLJOH UIF NBHOJUVEF mj = |φ j (0)| BOE QIBTF BOHMF ϕ j = ∠φ j (0) PG
UIJT QFSUVSCBUJPO XF NBZ FYQSFTT UIF UJNF WBSZJOH QIBTF JODSFNFOU BT <ƎƎ>
φ j (t ) = Im
7
mj exp( j [ωa t −ϕ j ])
8
. 	Əƒ

"T TVDI XF DBO EFTDSJCF Ej JO FRVBUJPO ƏƏ
Ej (t ) = aj exp
5
j
7
ω0 t − k l j +φ j (t )
86
	ƏƓ

XIFSF aj JT TPNF BNQMJUVEFXIJDI IBT CFFO BUUFOVBUFE EVSJOH QSPQBHBUJPO UISPVHI UIF TDBU
UFSJOH NFEJVN l j JT UIF MFOHUI PG QBUI j  BOEω0 JT UIF PQUJDBM BOHVMBS GSFRVFODZ *OTFSUJOH
PVS FYQSFTTJPO GPS UIF JOTPOJđFE QBSUJBM đFME JOUP PVS FYQSFTTJPO PG UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF
ƏƎ ăFPSZ Ɛƌ
FRVBUJPO ƏƏ
Gj (r, sˆ, t ,τ) = limT→+∞
1
T
∫ T
2
− T2
aj exp
5
j
5
ωo t − k l j +m sin(ωa t −ϕ j )
66
× aj exp
5− j 5ωo(t −τ)− k l j +m sin(ωa(t −τ)−ϕ j )66 Et . 	ƏƔ

4JODF UIF TZTUFN JT XJEFTFOTF TUBUJPOBSZ BOE IBSNPOJD PWFS BO BDPVTUJD QFSJPE XF NBZ SF
EVDF UIF BWFSBHJOH UP DPOTJEFS POMZ B TJOHMF BDPVTUJD DZDMF 3FXSJUJOH XJUI T = 2π/ωa 
Gj (r, sˆ, t ,τ) =
1
T
∫ T
0
a2j exp
5
jωoτ+ j mj sin(ωa t −ϕ j )+ j mj sin
5
ϕ j +ωa(t −τ)
66
Et
	Əƕ

8F BQQMZ UIF +BDPCJ"OHFS FYQBOTJPO <ƍ> UP SFNPWF UIF TJOF UFSNT JO UIF FYQPOFOU
Gj (r, sˆ, t ,τ) =
1
T
∫ T
0
a2j exp( jωoτ)
∞∑
n=−∞
Jn(mj )exp( j nωa t )exp(− j nϕ j )
×
∞∑
k=−∞
Jk (mj )exp(− j kωa t )exp( j k(ωaτ+ϕ j )Et , 	Əƍƌ

8IFSF Jn JT UIF nUI PSEFS #FTTFM GVODUJPO PG UIF đSTU LJOE 5P TJNQMJGZ UIF JOUFHSBOE XF
EFđOF
Aj (n) = Jn(mj )exp(− j nϕ j ) 	Əƍƍ

BOE
Bj (k) = Jk (mj )exp
5
j k(ωaτ+ϕ j )
6
	ƏƍƎ

TVDI UIBU
Gj (r, sˆ, t ,τ) = a
2
j exp( jωoτ)
× 1
T
∫ T
0
∞∑
n=−∞
Aj (n)exp( j nωa t )
∞∑
k=−∞
Bj (k)exp(− j kωa t )Et 	ƏƍƏ

8F FYQBOE UIF JOUFHSBOE GPS B UFSN n = n′ BOE k = k ′
Aj (n
′)exp( j n′ωa t )Bj (k ′)exp(− j k ′ωa t ) =Aj (n′)Bj (k ′)exp( j n′ωa t − j k ′ωa t )
	ƏƍƐ

BOE DPOTJEFS UIF JOUFHSBM XJUI SFTQFDU UP UJNF
Aj (n
′)Bj (k ′)
1
T
∫ T
0
exp( j n′ωa t − j k ′ωa t )Et 	ƏƍƑ

CZ PSUIPHBOJMJUZ
1
T
∫ T
0
exp( j n′ωa t − j k ′ωa t )Et =
9
1 JG k ′ = n′
0 PUIFSXJTF
	Əƍƒ

ƏƎ ăFPSZ Ɛƍ
TVDI UIBU XF DBO SFXSJUF FRVBUJPO ƏƍƏ
Gj (r, sˆ, t ,τ) =
∞∑
n=−∞
a2j exp( jωoτ)Aj (n)Bj (n)
1
T
∫ T
0
exp( j nωa t− j nωa t )Et . 	ƏƍƓ

$PNQMFUJOH UIF JOUFHSBUJPO BOE OPUJOH UIBU UIF TZTUFN SFTVMUBOU TZTUFN JT JOEFQFOEFOU PG
UJNF
Gj (r, sˆ,τ) =
∞∑
n=−∞
a2j exp( jωoτ)Aj (n)Bj (n), 	ƏƍƔ

SFJOUFHSBUJOH UIF UFSNTAj (n) BOE Bj (n)
Gj (r, sˆ,τ) =
∞∑
n=−∞
a2j exp( jωoτ)Jn(mj )exp(− j nϕ j )Jn(mj )exp
5
j n(ωaτ+ϕ j )
6
,
	Əƍƕ

BOE TJNQMJGZJOH
Gj (r, sˆ,τ) =
∞∑
n=−∞
a2j J
2
n (mj )exp( jωoτ)exp( j nωaτ). 	ƏƎƌ

8F DBO OPX BHBJO BQQMZ UIF JEFOUJUZ J−n(z) = (−1)nJn(z) <ƍ> BĕFS FYQBOEJOH UIF TVNNB
UJPO GPS n = 0
Gj (r, sˆ,τ) = a
2
j exp( jωoτ)
×
:
J 20 (mj )+
∞∑
n=1
J 2n (mj )exp( j nωaτ)+
∞∑
n=1
J 2n (mj )exp(− j nωaτ)
;
. 	ƏƎƍ

/PX TJODF exp( j x)+ exp(− j x) = 2cos(x)
Gj (r, sˆ,τ) = a
2
j exp( jωoτ)
:
J 20 (mj )+ 2
∞∑
n=1
J 2n (mj )cos(nωaτ)
;
. 	ƏƎƎ

*O UIJT GPSN XF DBO TFF UIBU UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF DPOUBJOT TQFDUSBM DPOUFOU BU UIF JOQVU
PQUJDBM GSFRVFODZ XJUI TJEFCBOET BU JOUFHFS NVMUJQMFT PG ±ωa  ăF QIBTF PG FBDI PG UIF
FMFNFOU JT MPTU JO UIF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO TVDI UIBU UIF đOBM TVNNBUJPO PWFS j TVNT UIF
QPXFS PG FBDI đFME DPNQPOFOU *O QSBDUJDF XF UZQJDBMMZ OFHMFDU UIF DPNQPOFOU BU UIF PQUJDBM
GSFRVFODZ TJODF JU JT OPU SFDPWFSFE JO UIF USBOTGPSNBUJPO GSPN UIF FYQFSJNFOUBMMZ SFDPSEFE
JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO 	BT EJTDVTTFE JO DIBQUFS Ǝ
 ăVT
Gj (r, sˆ,τ) = a
2
j
⎡⎣J 20 (mj )+ 2 ∞∑
n=1
J 2n (mj )cos(nωaτ)
⎤⎦ . 	ƏƎƏ

ăFSF BSF UIFSFGPSF UISFF UBTLT UP CF QFSGPSNFE JO UIF QSPQPTFE.$TJNVMBUJPO 'JSTU XF
NVTU TUBUJTUJDBMMZ HFOFSBUF UIF SBOEPN QBUIT j  BMPOH XIJDI XF XJMM QSPQBHBUF PVS AQIPUPO
QBDLFUT 4FDPOE XF NVTU BUUFOVBUF UIJT QIPUPO QBDLFUT BDDPSEJOH UP UIF #FFS-BNCFS MBX
UP EFUFSNJOF UIFJS BTTPDJBUFE JOUFOTJUZ a2 ăJSE XF NVTU BDDVNVMBUF UIF QIBTF JODSFNFOUT
ƏƎ ăFPSZ ƐƎ
XIJDI DPOTUJUVUF mj BDDPSEJOH UP ƏƑ *O UIJT GPSNVMBUJPO UIF đSTU UXP UBTLT BSF JEFOUJDBM UP
UIF.$JO UIF TUBOEBSE35&ăFBDDVNVMBUJPOPG QIBTF JODSFNFOUT QSFDMVEFT UIFQPTTJCJMJUZ
PG B AXIJUF .$ BQQSPBDI TJODF UIF DBMDVMBUJPOT SFRVJSF LOPXMFEHF PG UIF DPNQMFUF QIPUPO
QBUI SBUIFS UIBO UIF QBSUJBM QBUI MFOHUIT JO FBDI SFHJPO PG EJĈFSJOH BCTPSQUJPO DPFċDJFOU
ƏƎƎ "O BQQSPYJNBUF BEKPJOU NFUIPE
.$ NPEFMT PG MJHIU USBOTQPSU BSF VOBCMF UP EJSFDUMZ TJNVMBUF QPJOUTPVSDF QPJOUEFUFDUPS
	141%
 SFHJNFT XIJDI DPNNPOMZ PDDVS JO TUVEJFT JOWPMWJOH UIF VTF PG DPIFSFOU MJHIU TJODF
UIF SBOEPN XBML XIJDI CFHJOT BU UIF TPVSDF MPDBUJPO JT IJHIMZ VOMJLFMZ UP JNQJOHF EJSFDUMZ
VQPO UIF EFUFDUJPO QPJOU *O TPNF DBTFT JU NBZ CF TVċDJFOU UP JOUFHSBUF UIF EFUFDUFE ĔVY
PWFS B SFHJPO TVSSPVOEJOH UIF EFUFDUPS MPDBUJPO BTTVNJOH UIF EFUFDUPS BDDFQUT EJĈVTF MJHIU
JODJEFOU GSPN BOZ EJSFDUJPO "O BMUFSOBUJWF BQQSPBDI JT UP FNQMPZ UIF SFDJQSPDJUZ PG MJHIU
USBOTQPSU UP EFđOF UIF BEKPJOU USBOTQPSU QSPDFTT <Ɣƒ>
8F XJMM DPOTJEFS UIF BEKPJOU NFUIPE XJUI HSFBUFS SJHPVS JO DIBQUFS Ƒ XIFO XF FNQMPZ
UIJT QSPDFEVSF UP DBMDVMBUF UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT SFRVJSFE UP QFSGPSN JNBHF SFDPOTUSVD
UJPO 'PS OPX XF DPOTJEFS POMZ UIF QSBDUJDBMJUJFT PG BO BEKPJOU CBTFE BQQSPBDI UP QFSGPSNJOH
141% TJNVMBUJPOT 5P CFHJO XF DPOTJEFS UIF TUBOEBSE PQUJDBM DBTF 5P EFUFSNJOF UIF FYJU
JOH ĔVY BDSPTT B CPVOEBSZ GPS B HJWFO EFUFDUPS DPOđHVSBUJPO LΓd  XF QFSGPSN UIF GPMMPXJOH
QSPDFEVSF
ƍ ăF .$ GPSXBSE NPEFM XPVME CF FYFDVUFE UP HJWF UIF SBEJBODF EJTUSJCVUJPO UISPVHI
PVU UIF EPNBJO GPS UIF BDUVBM TPVSDF MPDBUJPO 0ODF OPSNBMJTFE XF NJHIU UIJOL PG
UIJT BT B SBEJBODF QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO XIJDI EFTDSJCFT UIF QSPCBCJMJUZ PG UIF
USBOTQPSU PG MJHIU GSPN UIF TPVSDF MPDBUJPO UP B HJWFO QPJOU JO UIF EPNBJO
Ǝ ăF .$ GPSXBSE NPEFM XPVME CF FYFDVUFE BHBJO XJUI UIF TPVSDF UFSN SFQMBDFE CZ
UIF BEKPJOU TPVSDF ăJT TPVSDF IBT UIF MPDBUJPO BOE BDDFQUBODF QSPđMF PG UIF EFUFDUPS
JO UIF TJNVMBUFE FYQFSJNFOU BOE JUT JOUFOTJUZ JT TDBMFE CZ UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT
PG UIF NFEJVN 0ODF BHBJO GPMMPXJOH OPSNBMJTBUJPO XF DBO 	HJWFO UIF SFDJQSPDJUZ
PG UIF QSPCMFN
 DPOTJEFS UIF SFTVMUBOU BEKPJOU SBEJBODF EJTUSJCVUJPO UP SFQSFTFOU UIF
QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ PG SBEJBODF BU BOZ QPJOU JO UIF EPNBJO CFJOH EFUFDUFE CZ UIF BDUVBM
EFUFDUPS
Ə ăF QSPEVDU PG UIF UXP QSPCBCJMJUZ GVODUJPOT HJWFT UIF QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ PG SBEJBODF
HFOFSBUFE CZ UIF TPVSDF SFBDIJOH B HJWFO QPTJUJPO JO UIF EPNBJO XJUI B QBSUJDVMBS
EJSFDUJPO SFBDIJOH UIF EFUFDUPS #Z JOUFHSBUJOH UIF SFTVMU PWFS UIF EPNBJO BOE PWFS
BMM TPMJE BOHMF XF BSSJWF BU UIF UPUBM 	OPSNBMJTFE
 ĔVY XIJDI XPVME CF EFUFDUFE JO
UIF BDUVBM FYQFSJNFOU 	UIJT JT B GPSN PG UIF $IBQNBO,PMNPHPSPW FRVBUJPO<ƍƎƎ>

/FHMFDUJOH UIF OPSNBMJTBUJPO XF NBZ XSJUF UIJT
LΓd =
∫
4π
∫
Ω
L(r, sˆ)L∗(r, sˆ) Er Esˆ 	ƏƎƐ

ƏƎ ăFPSZ ƐƏ
XIFSF L(r, sˆ) JT UIF GPSXBSE SBEJBODF EVF UP UIF TPVSDF L∗(r, sˆ) JT UIF BEKPJOU SBEJBODF
EVF UP UIF BEKPJOU EFUFDUPS BOE JOUFHSBUJPO JT QFSGPSNFE PWFS UIF FOUJSF EPNBJO 	Ω

BOE PWFS BMM TPMJE BOHMF 	4π

5P QFSGPSN UIJT QSPDFEVSF SFRVJSFT UIBU L(r, sˆ) CF SFDPSEFE UISPVHIPVU UIF EPNBJO )PX
FWFS UZQJDBM .$ DPEFT JODMVEJOH UIBU VOEFS EFWFMPQNFOU JO UIJT XPSL VTVBMMZ SFDPSE UIF
ĔVFODFΦ(r) =
∫
4π L(r, sˆ) Esˆ UISPVHIPVU UIF EPNBJO *O UIJT XPSL XF XJMM NBLF UIF GPMMPX
JOH BQQSPYJNBUJPO∫
4π
∫
Ω
L(r, sˆ)L∗(r, sˆ) Er Esˆ≈
∫
Ω
-∫
4π
L(r, sˆ) Esˆ
/-∫
4π
L∗(r, sˆ) Esˆ
/
Er. 	ƏƎƑ

ăJT FYQSFTTJPOXPVME CFDPNF BO FRVBMJUZ JO UIF DBTF UIBU SBEJBODF JT QFSGFDUMZ JTPUSPQJD ăF
FSSPS JO UIJT BQQSPYJNBUJPO JT XPSTU OFBS TPVSDFT BOE CPVOEBSJFT XIFSF UIF SBEJBODF EJTUSJ
CVUJPO CFDPNFT NPSF EJSFDUJPOBMMZ EFQFOEFOU "QQMJDBUJPO PG UIJT BQQSPYJNBUJPO SFEVDFT
UIF BDDVSBDZ PG PVS TPMVUJPO JO B TJNJMBS NBOOFS UP UIBU XIJDI JT BDIJFWFE XJUI B EJĈVTJPO
TUZMF NPEFM )PXFWFS UIFSF BSF DFSUBJO TDFOBSJPT XIJDI DBOOPU CF TJNVMBUFE CZ EJĈVTJPO
TUZMF BQQSPBDIFT 8F XJMM SFUVSO UP DPOTJEFS UIJT NPSF GVMMZ JO DIBQUFST Ɛ BOE Ƒ
6OUJM UIJT QPJOU XF IBWF CFFO EFTDSJCJOH UIF USBOTQPSU PG SBEJBODF SBUIFS UIBO DPSSFMB
UJPO 8F OPX FYQBOE UIF JEFB UP UIF DBTF PG "0XIFSF FOFSHZ XJMM CF EJTUSJCVUFE OPU POMZ BU
UIF JOQVU PQUJDBM GSFRVFODZ CVU BU TJEFCBOET TIJĕFE CZ NVMUJQMFT PG UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ
$POTJEFS B QFODJM CFBN JODJEFOU OPSNBM UP UIF CPVOEBSZ PG UIF TJNVMBUJPO EPNBJO BU TPNF
QPJOU rs JMMVNJOBUJOH UIF TZTUFN XJUI B HJWFO JSSBEJBODF LΓs (rs , sˆ) 8F EFOPUF UIF QSPCB
CJMJUZ PG PQUJDBM QPXFS BU TPNF QPJOU ra JO UIF k UI TJEFCBOE SFBDIJOH TPNF QPJOU rb JO UIF
nUI TJEFCBOE BT Pnk (rb ,ra
 ăF QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO PG PQUJDBM QPXFS BU FBDI TJEFCBOE
UISPVHIPVU UIF EPNBJO SFTVMUJOH GSPN UIF TPVSDF BU rs JT HJWFO CZ UIF VOJUMFTT OPSNBMJTFE
ĔVFODF SBUF Pn0 (r,rs ) = Φ
n(r)/LΓs (rs , sˆ) XIFSF Φ
n(r) JT UIF ĔVFODF SBUF BU B QPJOU r JO UIF
NFEJVN JO UIF nUI TJEFCBOE *O SFQMBDJOH PVS EFUFDUPS XJUI BO BEKPJOU TPVSDF PG FRVJWB
MFOU EJSFDUJWJUZ BU rd  XF NBZ EFSJWF BOPUIFS TFU PG PQUJDBM QPXFS QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPOT
Pn0 (r,rd ) #Z PVS BQQSPYJNBUJPO
P (rd ,rs )≈
∫
Ω
P (rd ,r)P (r,rs )Er. 	ƏƎƒ

*O UIF DBTF PG USBOTJUJPOT UP BOE GSPN EJĈFSFOU TJEFCBOET XF NVTU TVN PWFS UIF SFMFWBOU
QFSNVUBUJPOT
Pn0 (rd ,rs )≈
∫
Ω
∞∑
k=0
Pnk (rd ,r)P
k
0 (r,rs )Er. 	ƏƎƓ

8F BTTVNF UIBU DPOUSJCVUJPOT UP UIF (n+ 1)UI TJEFCBOE BSF OFHMJHJCMF BOE UIVT FYQSFTT UIF
EFUFDUFE FYJUBODF BU UIF [FSPUI TJEFCBOE
LΓd ,0(rd )≈ LΓs (rs)
∫
Ω
P 00 (rd ,r)P
0
0 (r,rs )Er, 	ƏƎƔ

ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƐƐ
XIFSF CZ SFDJQSPDJUZ P 00 (rd ,r) = P
0
0 (r,rd ) ăF EFUFDUFE FYJUBODF BU UIF đSTU TJEFCBOE JT
HJWFO CZ
LΓd ,1(rd )≈ LΓs (rs)
∫
Ω
P 10 (rd ,r)P
0
0 (r,rs )+ P
1
1 (rd ,r)P
1
0 (r,rs )Er. 	ƏƎƕ

8F đOE P 10 (rd ,r) CZ PQUJDBM SFDJQSPDJUZ BOE NBLF UIF BQQSPYJNBUJPO P
1
1 (rd ,r)≈ P 00 (rd ,r)
ăVT UIF đSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI .%Γ1 EFUFDUFE BU B QPJOU PO UIF CPVOEBSZ JT
HJWFO CZ
.%Γ1 ≈
∫
Ω P
1
0 (rd ,r)P
0
0 (r,rs )+ P
0
0 (rd ,r)P
1
0 (r,rs )Er∫
Ω P
0
0 (rd ,r)P
0
0 (r,rs )Er
. 	ƏƏƌ

(JWFO UIF BQQSPYJNBUJPOT NBEF JO EFWFMPQJOH UIJT FYQSFTTJPO JU JT JNQPSUBOU UIBU BOZ TJNV
MBUJPO XIJDI FNQMPZT UIJT BQQSPBDI JT EFNPOTUSBUFE UP UFOE UP UIF DPSSFDU SFTVMU BT NBZ CF
GPVOE CZ JOUFHSBUJOH UIF PVUQVU PWFS B MBSHFS SFHJPO 8F XJMM EFNPOTUSBUF UIF WBMJEJUZ BOE
VTF PG UIF FYQSFTTJPO JO TFDUJPO ƏƐ
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO
ƏƏƍ (16 1BSBMMFM 1SPHSBNNJOH
ăF EFTJHO PG BO FċDJFOU (16 BDDFMFSBUFE QBSBMMFM BMHPSJUIN TVDI BT UIF DVSSFOU TJNVMBUJPO
SFRVJSFT B EJĈFSFOU BQQSPBDI UP USBEJUJPOBM TFSJBM PS QBSBMMFM $16 BMHPSJUINT *O UIF MBUUFS
DBTF UIF FċDJFODZ PG BO BMHPSJUIN JT QSJNBSJMZ B GVODUJPO PG UIF OVNCFS PG JOTUSVDUJPOT UP
CF QFSGPSNFE GPS FBDI FYFDVUJPO PG UIF BMHPSJUIN FċDJFODZ JT JODSFBTFE CZ QSFQSPDFTTJOH
EBUB BOE TUPSJOH UIJT JO NFNPSZ GPS SFUSJFWBM CZ UIF BMHPSJUIN 0O B (16 UIF DPOWFSTF JT
USVF NFNPSZ BDDFTT JT FYQFOTJWF BOE DPNQVUBUJPO JT DIFBQ BT TVDI UIF SBUJP PG BSJUINFUJD
UP NFNPSZ BDDFTT TIPVME CF NBYJNJTFE  FWFO UP UIF FYUFOU UIBU JU NBZ CF QSFGFSBCMF UP SF
FWBMVBUF JOUFSNFEJBUF WBMVFT PG B MBSHF DBMDVMBUJPO SBUIFS UIBO TUPSF UIFN
ăF TFDPOE DSVDJBM BTQFDU PG XSJUJOH FċDJFOU (16 BDDFMFSBUFE DPEF JT QSFWFOUJOH UIF EJ
WFSHFODF PGNVMUJQMF UISFBET EVF UP DPOUSPM ĔPX JOTUSVDUJPOT ăJT JT FQJUPNJTFE CZ UIF TJOHMF
JOTUSVDUJPO NVMUJQMF UISFBE 	4*.5
 QBSBEJHN &BDI PG UIFNBOZ TUSFBNJOHNVMUJQSPDFTTPST
	4.T
 DPOUBJOFE XJUIJO B (16 DPOUBJOT B TJOHMF JOTUSVDUJPO TDIFEVMFS XIJDI QBTTFT UIF SF
RVJSFE DPNQVUBUJPOBM JOTUSVDUJPO UP NVMUJQMF TDBMBS QSPDFTTPST 	41T
 XIJDI FBDI QSPDFTT B
TJOHMF UISFBE *G UISPVHI B DPOUSPM ĔPX JOTUSVDUJPO BOZ PG UIF 41T XJUIJO B TJOHMF 4. BSF
FYFDVUJOH EJĈFSFOU JOTUSVDUJPO UP BOPUIFS FYFDVUJPO PG UIPTF UISFBET SFTJEJOH PO UIBU 4.
NVTU CF FYFDVUFE JO TFSJBM VOUJM UIF UISFBET SFDPOWFSHF
4JODF FBDI TJNVMBUFE QIPUPO QBDLFU IBT OP EFQFOEFODF PO UIF TUBUF PG BOPUIFS TVDI BM
HPSJUINT BSF JOIFSFOUMZ QBSBMMFMJTBCMF ăF MBSHF EBUBTFUT SFRVJSFE UP TUPSF BO BDPVTUJD đFME
QSPWJEF DIBMMFOHFT GPS B(16CBTFE TZTUFN BT EPFT JOIFSFOU EJWFSHFODF DBVTFE CZ POMZ B TVC
TFU PG QIPUPOT DVSSFOUMZ VOEFS TJNVMBUJPO USBOTJUJPOJOH CFUXFFO SFHJPOT PG QBSUJDVMBS PQUJDBM
QSPQFSUJFT
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƐƑ
ăF QSFTFOU TJNVMBUJPO JT UP CF JNQMFNFOUFE JO UIF O7JEJB $6%" BSDIJUFDUVSF 8IJMTU
UJFE UP B TQFDJđD QMBUGPSN UIF UPPMDIBJO QSPWJEFE CZ O7JEJB JT 	BU UIF UJNF PG XSJUJOH
 DPO
TJEFSBCMZ NPSF BEWBODFE UIBO PUIFS PĈFSJOHT TVDI BT 0QFO$- "O FYUFOTJWF EJTDVTTJPO PG
CFTU QSBDUJDFT XIFO QSPHSBNNJOH JO $6%" JT QSPWJEFE CZ O7JEJB 0VS JNQMFNFOUBUJPO
GPMMPXT UISFF CSPBE TUSBUFHJFT
ƍ &YQPTJOH UIF QBSBMMFMJTN PG UIF BMHPSJUIN UIF QSPCMFN BU IBOE JT JOIFSFOUMZ QBSBMMFM
BT FBDI QIPUPO QBDLFU JT QSPQBHBUFE JOEFQFOEFOUMZ PG FWFSZ PUIFS *O PVS BMHPSJUIN
DBTFT XJMM PDDVS XIFO JOEJWJEVBM QIPUPO QBDLFUT SFRVJSF EJĈFSFOU USFBUNFOUT 'PS FY
BNQMF TPNF NBZ CF SFĔFDUFE PS SFGSBDUFE BU BO PQUJDBM CPVOEBSZ XIFSFBT PUIFST NBZ
CF JODJEFOU VQPO B TDBUUFSJOH PCKFDU *U JT JNQPSUBOU UPNJOJNJTF UIJT EJWFSHFODF TJODF
FBDI FYFDVUJPO CSBODI XJMM CF TFSJBMJTFE CZ UIF IBSEXBSF
Ǝ 6TF PG TQFDJBM QVSQPTF NFNPSZ XIJMTU TVDI EFWJDFT BSF DBQBCMF PG B WFSZ IJHI BSJUI
NFUJD JOTUSVDUJPO UISPVHIQVU UIJT DPNFT BU UIF FYQFOTF PG UIF DBDIJOH PG NFNPSZ
7BSJPVT TQFDJBM QVSQPTF NFNPSZ TQBDFT FYJTU PO UIF EFWJDF XIJDI BSF PQUJNJTFE UP
TUPSF QBSUJDVMBS UZQFT PG EBUB
Ə 6TF PG JOUSJOTJD BSJUINFUJD GVODUJPOT $6%" FYQPTFT B OVNCFS PG GVODUJPOT XIJDI
NBQ EJSFDUMZ UP UIF IBSEXBSF MFWFM TVDI JOTUSVDUJPOT BSF DPOTJEFSBCMZ GBTUFS UIBO UIF
TUBOEBSE $ MJCSBSZ JNQMFNFOUBUJPOT CVU PĕFO IBWF SFEVDFE BDDVSBDZ +VEJDJPVT VTF
PG UIFTF GVODUJPOT 	QBSUJDVMBSMZ UIF USJHPOPNFUSJDBM BOE USBOTDFOEFOUBM SFQMBDFNFOUT

DBO DPOTJEFSBCMZ JODSFBTF QFSGPSNBODF
ƏƏƎ "SDIJUFDUVSF
ăF TJNVMBUJPO GSBNFXPSL JT CVJMU BSPVOE BO FYFDVUBCMF QSPHSBN 	UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN

XIJDI JT DPOđHVSFE CZ WBSJBCMFT DPOUBJOFEXJUIJO B TFU PG .ĮłĹĮį EBUB đMFT UIJT JT EFQJDUFE
JO đHVSF Əƍ ăF SFRVJTJUF EBUBTFUT DBO FBDI CF CVJMUNBOVBMMZ BDDPSEJOH UP UIF TQFDJđDBUJPOT
QSPWJEFE JO TFDUJPO ƏƏƏ UIPVHI B OVNCFS PG TDSJQUT IBWF CFFO EFWFMPQFE CZ UIF BVUIPS UP
QFSGPSN CBTJD UBTLT TVDI BT HFOFSBUJOH TJNQMF BDPVTUJD đFMET BOE TJNVMBUJPO HFPNFUSJFT ăF
TJNVMBUJPO QSPHSBN JUTFMG DPOTJTUT PG UXP QSJNBSZ DPNQPOFOUT
ƍ ăF DPSF QIPUPOQSPQBHBUJPO BOE QIBTF BDDSVBM BMHPSJUIN 	UIF LFSOFM
 JT XSJUUFO JO
UIF $ MBOHVBHF VTJOH UIF O7JEJB $6%" MBOHVBHF FYUFOTJPOT UP QFSNJU FYFDVUJPO PO
B TVJUBCMF (16 ăF LFSOFM BOE JUT TVQQPSU GVODUJPOT BSF XSBQQFE JO $ GVODUJPOT
UP QSPWJEF BO FYUFSOBM JOUFSGBDF 	UIF LFSOFM XSBQQFS
 ăF LFSOFM BOE JUT XSBQQFSNVTU
CF DPNQJMFE VTJOH UIF O7JEJB TVQQMJFE Mp++ DPNQJMFS BOE MJOL BHBJOTU B OVNCFS PG
O7JEJB MJCSBSJFT
Ǝ %BUB JOQVU BOE PVUQVU LFSOFM DPOđHVSBUJPO BOENBOBHFNFOU JT QFSGPSNFE CZ B QJFDF
PG DPEF XSJUUFO JO UIF $ MBOHVBHF 	UIF ESJWFS
 ăF ESJWFS MJOLT BHBJOTU UIF LFSOFM
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ɛƒ
MATLAB&Data&Files Simulation&Program
Output&Data&File
MATLAB
Geometry&
Speciﬁcation
Acoustic&Field
Ancillary&Data
Driver&
(C++)
Kernel&Wrapper&
(CUDA&C,&C++)
Kernel&
(CUDA&C)
x = 0.3
y = 0.4
z = 0.1
Simulation ParametersVoxelised Acoustic Field Meshed Simulation Domain
'JHVSF Əƍ "SDIJUFDUVSF PG UIF TJNVMBUJPO GSBNFXPSL EFNPOTUSBUJOH UIF JOQVU EBUBTFUT PS
HBOJTBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN DPEF BOE SFMBUJPOTIJQ UP UIF ."5-"# FOWJSPONFOU
XSBQQFS JO BEEJUJPO UP MJCSBSJFT QSPWJEFE CZ .BUIXPSLT XIJDI QFSNJU UIF SFBEJOH PG
."5-"# EBUB đMFT ăF ESJWFS DBO CF DPNQJMFE CZ B TUBOEBSE $ DPNQJMFS
6QPO FYFDVUJPO UIF TJNVMBUJPO LFSOFM JT JOJUJBMJTFE CZ UIF TJNVMBUJPO ESJWFS "ĕFS BMM
SFRVJSFE EBUB IBT CFFO VQMPBEFE UP UIF (16 B QPJOUFS UP B NFNPSZ BMMPDBUJPO GPS QIPUPO
TUBUF JOGPSNBUJPO JT QBTTFE UP UIF LFSOFM BOE GSPN UIJT FBDI QBSBMMFM UISFBE DBO SFDPSE UIF
QIPUPOT QBDLFUT XIJDI BSF EFUFDUFE 0ODF DBMMFE FBDI UISFBE PG UIF LFSOFM XJMM JOJUJBMJTF
B QIPUPO BOE QSPQBHBUF JU VOUJM JU FJUIFS JNQJOHFT VQPO B EFUFDUPS TVSGBDF JT DPNQMFUFMZ
BCTPSCFE CZ UIF NFEJVN PS MFBWFT UIF TJNVMBUJPO EPNBJO *O UIF đSTU DBTF UIF QIPUPO TUBUF
JT XSJUUFO UP UIF PVUQVU CVĈFS BOE B OFX QIPUPO JT MBVODIFE JO UIF MBUUFS DBTFT UIF QIPUPO JT
UFSNJOBUFE BOE B OFX QIPUPO JT MBVODIFE *G UIF SFRVJSFE OVNCFS PG QIPUPOT GPS UIF DVSSFOU
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƐƓ
SVO IBT CFFO MBVODIFE PS SFDPSEFE UIF UISFBE FYJUT BOE DPOUSPM SFUVSOT UP UIF ESJWFS ăF
ESJWFS UIFO XSJUFT UIF EBUB UP EJTD CFGPSF SFFYFDVUJOH UIF TJNVMBUJPO LFSOFM SFQFBUFEMZ VOUJM
TVDI UJNF UIBU UIF EFTJSFE OVNCFS PG QIPUPOT IBWF CFFO TJNVMBUFE ăJT QSPDFTT JT EFQJDUFE
JO đHVSF ƏƎ
ƏƏ
*N
QMFN
FOUBUJPO
ƐƔ
Configuration
Mesh
Medium properties
Acoustic field
Texture memory
Mesh
Acoustic field
Constant memory
Configuration
Medium properties
Initialisation
Execute one 'run'
of many thousands 
of photon packets
Simulation kernel (thousands of instances)
Simulated
required number
of photon
packets?
Terminate
'Detected' photon
packet parameters
Input data files
(MATLAB)
Temporary data file
(binary)
Gather 'detected' 
photon packet 
parameters
Gather internal 
fluence data and 
write output
Global memory
RNG state
Internal fluence
No
Yes
'Detected' photon
packet parameters
Internal fluence 
distributions
Output data file
(MATLAB)
Yes
Propagate photon packet and accrue
acousto-optic phase modulation
according to section 3.3
Completed
packets required for this
run?
No
Initisalise a photon packet
Photon
packet exited simulation
domain?
Record photon packet parameters
Yes
No
Disk CPU GPU
'JHVSF ƏƎ "SDIJUFDUVSF PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN JMMVTUSBUJOH UIF QBSBMMFM FYFDVUJPO PG NBOZ UIPVTBOET PG JOEJWJEVBM QSPQBHBUJPO LFSOFMT FBDI SFTQPOTJCMF GPS B
TJOHMF QIPUPO QBDLFU
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ɛƕ
ƏƏƏ ăF 4JNVMBUJPO %PNBJO
ăF TJNVMBUJPO EPNBJO DPOTJTUT PG B EFTDSJQUJPO PG UIF HFPNFUSZ PG UIF TZTUFN UIF PQUJDBM
QSPQFSUJFT PG UIF EJĈFSFOU SFHJPOT PG UIF HFPNFUSZ PG UIF TZTUFN UIF BQQMJFE BDPVTUJD đFME
BOE B OVNCFS PG QIZTJDBM DPOTUBOUT " SFQSFTFOUBUJPO PG UIFTF QIZTJDBM TZTUFNT NVTU CF EF
WFMPQFE XIJDI DPOTJEFST UIF JNQPSUBODF PG DIPPTJOH UIF DPSSFDU NFNPSZ BSDIJUFDUVSF GPS B
(16 BDDFMFSBUFE BQQMJDBUJPO
"DPVTUJD 'JFME
0G UIF UISFF TFUT PG EBUB SFRVJSFECZ UIF TJNVMBUJPOQSPHSBN UIF MBSHFTU JT UIF BDPVTUJD EBUBTFU
"T EFTDSJCFE JO TFDUJPO ƏƎ TJNVMBUJPO PG UIF BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO QSPDFTT SFRVJSFT
LOPXMFEHF PG UIF GPMMPXJOH BDPVTUJD QBSBNFUFST BU FBDI QPJOU JO UIF NFEJVN
A0 UIF MPDBM BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEF
kˆa UIF MPDBM BDPVTUJD QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO BOE
φ UIF MPDBM BDPVTUJD QIBTF PĈTFU SFMBUJWF UP BO BSCJUSBSZ QPJOU
JO BEEJUJPO UP WBSJPVT DPOTUBOUT TVDI BT UIF BDPVTUJDXBWFOVNCFS ka BOENBUFSJBM EFQFOEFOU
QSPQFSUJFT TVDI BT UIF TQFFE PG TPVOE JO UIF NFEJVN va 
*G JU BTTVNFE UIBU B TJOHMF QSFDJTJPO OVNCFS JT SFRVJSFE GPS FBDI WBSJBCMF 	UISFF GPS UIF
QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO
 UIFO 20 CZUFT PG TUPSBHF BSF SFRVJSFE GPS FBDI QPJOU JO UIF BDPVTUJD
đFME 4UPSJOH TJY QPJOUT QFS BDPVTUJD XBWFMFOHUI 	UP QSPWJEF B HPPE BQQSPYJNBUJPO UP UIF
đFME TIBQF JO BEEJUJPO UIF QSFWFOUJPO PG BMJBTJOH
 BTTVNJOH UIF TQFFE PG TPVOE JO XBUFS
va = 1480ms−1 BOE B UZQJDBM VMUSBTPVOE GSFRVFODZ fa = 2.I[ 42875 FMFNFOUT QFS DV
CJD NJMMJNFUSF NVTU CF TUPSFE PDDVQZJOH 832L# PG NFNPSZ (JWFO UIF BJN PG UIJT XPSL JT
UP DPOTJEFS UIF VTF PG BDPVTUPPQUJDT BOE JUT BCJMJUZ UP OPOJOWBTJWFMZ UBSHFU QIZTJPMPHJDBMMZ
SFMFWBOU UBSHFUT JU JT MJLFMZ UIBU EPNBJOT PG TFWFSBM DVCJD DFOUJNFUSFT XJMM CF SFRVJSFE UIF
NFNPSZ SFRVJSFNFOUT GPS TVDI đFMET XJMM RVJDLMZ CFDPNF QSPIJCJUJWFMZ MBSHF
1SFWJPVT $16 CBTFE TJNVMBUJPOT <ƍƍƔ> BMTP SFQSFTFOU UIF BDPVTUJD EBUB JO UIJT WPYFMJTFE
NBOOFS *O UIJTXPSL UIF TQBDJOH PG HSJE FMFNFOUTXBT PQUJNJTFE UP QSPWJEF HSFBUFS SFTPMVUJPO
JO UIF BYJT PG UIF GPDVT PG UIF VMUSBTPVOE đFME BOE USBEJOH UIJT BHBJOTUNFNPSZ VTBHF PĈBYJT
&WFO JG FOPVHI NFNPSZ JT BWBJMBCMF PO UIF EFWJDF UP TUPSF UIF đFME XF NVTU TUJMM DPOTJEFS
UIBU NFNPSZ BDDFTT PO UIF EFWJDF JT SFMBUJWFMZ FYQFOTJWF NPSF TP UIBO JO UIF $16 DBTF 0OF
NJHIU TVHHFTU DBMDVMBUJOH UIF BDPVTUJD QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO kˆa BU SVOUJNF CZ UBLJOH UIF
EFSJWBUJWF PG UIF QIBTF PG UIF MPDBM BDPVTUJD đFME∇φ(r) IPXFWFS B OVNFSJDBM EJĈFSFOUJBUJPO
XJMM SFRVJSF TBNQMJOH UIF QIBTF BU NVMUJQMF QPJOUT TVSSPVOEJOH UIBU PG JOUFSFTU JODVSSJOH UIF
TJHOJđDBOU PWFSIFBE PG EFWJDF NFNPSZ BDDFTT
ăF (16 BSDIJUFDUVSF PĈFST B DPOWFOJFOU TPMVUJPO UFYUVSF NFNPSZ 5FYUVSF NFNPSZ
SFTJEFT JO TUBOEBSE EFWJDF NFNPSZ UIF QSPDFTT PG CJOEJOH BO BSSBZ UP B UFYUVSF QSPWJEFT BO
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ƒƌ
BMUFSOBUF BDDFTT SPVUF UP UIF TQFDJđFE SFHJPO PG EFWJDF NFNPSZ XIJDI DPOWFZT OVNFSPVT
BEWBOUBHFT
r 5FYUVSF NFNPSZ JT TQBUJBMMZ DBDIFE TVDI UIBU SFBET GSPN UIF TBNF PS TJNJMBS MPDBUJPOT
XJMM CF GVMđMMFE GSPN UIF DBDIF SBUIFS UIBO CZ SFBDDFTTJOH EFWJDF NFNPSZ UIJT JN
QSPWFT BDDFTT UJNF GPS PUIFS UFYUVSF SFBET XIJDI NVTU SFUSJFWF UIF EBUB GSPN EFWJDF
NFNPSZ
r " TJOHMF SFBE GSPN UFYUVSFNFNPSZ DBO SFUVSO B DPNQPVOE WBSJBCMF PG VQ UP ƍƎƔ CZUFT
	GPVS TJOHMF QSFDJTJPO ĔPBUJOH QPJOU OVNCFST PS JOUFHFST

r 5FYUVSF NFNPSZ TVQQPSUT WBSJPVT BEESFTTJOH NPEFT XIJDI BMMPX UIF BDPVTUJD đFME
BVUPNBUJDBMMZ XSBQ BSPVOE JUTFMG PS DMBNQ UP UIF OFBSFTU WBMVF UIJT DBO CF TFMFDUFE
JOEJWJEVBMMZ JO FBDI EJNFOTJPO BMMPXJOH UIF FċDJFOU SFQSFTFOUBUJPO PG BDPVTUJD đFMET
XJUI MJOFBS TZNNFUSZ
r ăF UFYUVSF IBSEXBSF DBO QFSGPSN USJMJOFBS JOUFSQPMBUJPO VQPO UIF SFBEJOH PG B TQF
DJđD QPJOU ăJT BMMPXT QSFDJTJPO UP CF NBJOUBJOFE BT UIF HSJE JT NBEF NPSF DPBSTF
ăF UFYUVSF DBDIJOH QSPDFEVSF JT BO PQBRVF GFBUVSF PG UIF IBSEXBSF BOE UIJT DBO DBVTF
EJċDVMUZ JO PQUJNJTBUJPO ăF DBDIF NJTT SBUF DBO IPXFWFS CF EFUFSNJOFE VTJOH B QSPđMJOH
UPPM QSPWJEFE CZ O7JEJB
*G UIF TQBUJBMMZ WBSZJOH BDPVTUJD EBUB DBO CF SFQSFTFOUFE JO POMZ GPVS ĔPBUJOH QPJOU OVN
CFST B TJOHMF UFYUVSF SFBE DPVME CF VTFE UP SFUSJFWF UIF SFRVJSFE BDPVTUJD EBUB BU B TQFDJđD
QPJOU JO UIF NFEJVN XJUI UIF BEEFE BEWBOUBHF PG BVUPNBUJD USJMJOFBS JOUFSQPMBUJPO 5P
BDIJFWF UIJT XF TDBMF UIF BDPVTUJD QSPQBHBUJPOEJSFDUJPO 	BVOJU WFDUPS
XJUI UIF MPDBM BDPVTUJD
EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEF UP GPSN B DPNQPVOE WBSJBCMFA0kˆa XIPTF NBHOJUVEF DBO CF UBLFO
BU SVOUJNF BOE UIF QSPQBHBUJPO WFDUPS SFTUPSFE CZ OPSNBMJTBUJPO
6OEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF BDPVTUJD đFME EPFT OPU FYDFFE UIF BWBJMBCMF NFNPSZ PO
UIF EFWJDF XF OPX IBWF B SFMBUJWFMZ FċDJFOU XBZ PG TUPSJOH BOE SFUSJFWJOH UIF EBUB BU SVO
UJNF ăF TJNVMBUJPO ESJWFS BDDFQUT UIF BDPVTUJD EBUB BT GPVS UISFFEJNFOTJPOBM .ĮłĹĮį BS
SBZT JOEFYFE BDDPSEJOH UP UIFJS TQBUJBM MPDBUJPO JO B $BSUFTJBO NBOOFS ăF đSTU JT UIF MPDBM
QIBTF PĈTFU BOE UIF SFNBJOJOH UISFF BSF UIF x, y BOE z DPNQPOFOUT PG UIF BNQMJUVEF TDBMFE
QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO /PUJOH .ĮłĹĮįT POFCBTFE JOEFYJOH UIF BSSBZ FMFNFOUT MPDBUFE BU
(R)(R)(R) SFQSFTFOUT UIF BDPVTUJD đFME XJUIJO UIF TJNVMBUJPO EPNBJO MPDBUFE BU UIF QPJOU
r = (0,0,0) 5P NBQ UIF FOUSJFT PG UIF BDPVTUJD đFME BSSBZT UP UIF TJNVMBUJPO EPNBJO UIF
DPNQMFUF FYUFOU PG UIF BDPVTUJD đFME JT SFDPSEFE JO B TFQBSBUF WBSJBCMF
6QPO SFBEJOH UIF .ĮłĹĮį BSSBZT GSPN UIF EBUB đMF UIF TJNVMBUJPO ESJWFS DSFBUFT B DPN
QPVOE BSSBZ PG GPVSFMFNFOU ĔPBUJOH QPJOU OVNCFST XIJDI TUPSF FBDI PG UIF SFMFWBOU WBSJ
BCMFT GPS FWFSZ QPJOU JO UIF UISFFEJNFOTJPOBM BSSBZ %VSJOH UIJT QSPDFTT UIF JOQVU BSSBZT BSF
QFSNVUFE GSPN UIFJS DPMVNONBKPS GPSNBU 	BT VTFE CZ .ĮłĹĮį
 UP UIF $TUZMF SPXNBKPS
GPSNBU ăJT QFSNVUBUJPO JT QFSGPSNFE TVDI UIBU BEESFTTJOH PG UIF BSSBZ XJUIJO UIF LFSOFM SF
NBJOT JOUVJUJWF ăF TJNVMBUJPO ESJWFS VQMPBET UIF QFSNVUFE DPNQPVOE BSSBZ UP UIF EFWJDFT
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ƒƍ
NFNPSZ BOE CJOET B UFYUVSF UP UIF BQQSPQSJBUF MPDBUJPO GPS MBUFS BDDFTT CZ UIF LFSOFM %VSJOH
TJNVMBUJPO UIF LFSOFM JOEFYFT UIF BDPVTUJD đFME UFYUVSF VTJOH B OPSNBMJTFE BDDFTT NFUIPE B
UFYUVSF SFRVFTU JT NBEF CZ TVCNJUUJOH B UISFFFMFNFOU ĔPBUJOH QPJOU OVNCFS XJUI FBDI FMF
NFOU JO UIF SBOHF [0,1]
ƏƏƐ (FPNFUSZ 3FQSFTFOUBUJPO
*ONBOZ.POUF$BSMP TJNVMBUJPO QSPHSBNTXIJDI TVQQPSU IFUFSPHFOFPVT PQUJDBM QSPQFSUJFT
JODMVEJOH (16 BDDFMFSBUFE QSPHSBNT <Ɛƍ> BOE UIPTF XIJDI DPOTJEFS BDPVTUPPQUJDT <ƍƍƔ>
UIF IFUFSPHFOFJUZ JT QSPWJEFE CZ EJTDSFUJTJOH UIF EPNBJO JO UIF TBNF NBOOFS BT IBT CFFO
BQQMJFE UP GPSN UIF BDPVTUJD đFME SFQSFTFOUBUJPO B WPYFMJTFE HSJE 	B QJFDFXJTF DPOTUBOU CB
TJT
 "T B QIPUPO QBDLFU UBLFT B TUFQ UISPVHI NVMUJQMF WPMVNF FMFNFOUT 	WPYFMT
 FBDI NVTU
CF FYBNJOFE UP BTDFSUBJO JG UIFSF IBT CFFO B DIBOHF JO PQUJDBM QSPQFSUJFT ăF BQQSPBDI IBT
UIF CFOFđU PG CFJOH DPODFQUVBMMZ TUSBJHIUGPSXBSE "T EJTDVTTFE CSJFĔZ JO TFDUJPO ƏƏƍ UIJT
SFQSFTFOUBUJPO JT TVCPQUJNBM GPS B (16 JNQMFNFOUBUJPO EVF UP UIF PWFSIFBE JO BDDFTTJOH
EJĈFSFOU NFNPSZ MPDBUJPOT 'VSUIFSNPSF B QIPUPO NBZ NPWF UISPVHI B WBSJBCMF OVNCFS
PG WPYFMT PO FBDI TUFQ UIJT JNQMJFT UIF VTF PG B 7Q` PS r?BH2 MPPQ JO UIF LFSOFM DPEF XIJDI
QSPQBHBUFT QIPUPOT UIJT JOUSPEVDFT EJWFSHFOU FYFDVUJPO QBUIT BOE UIVT TFSJBMJTBUJPO PG FY
FDVUJPO " EJĈFSFOU BQQSPBDI JT UBLFO IFSF XIFSFCZ UIF TJNVMBUJPO EPNBJO JT SFQSFTFOUFE
CZ B UFUSBIFESBM NFTI ăJT SFQSFTFOUBUJPO JT UZQJDBMMZ FODPVOUFSFE JO BQQMJDBUJPOT PG FH
UIF đOJUF FMFNFOU NFUIPE CVU IBT BMTP CFFO BQQMJFE UP B $16 CBTFE .POUF$BSMP QIPUPO
QSPQBHBUJPO <Ɛƌ> #Z FNQMPZJOH UIJTNFUIPE QIPUPOTNPWF BSPVOEXJUIJO WPMVNF FMFNFOUT
XIJDI TVCEJWJEF UIF TJNVMBUJPO HFPNFUSZ 0O FBDI QIPUPO TUFQ XF NVTU DIFDL GPS JOUFSTFD
UJPO XJUI BOZ PG UIF GPVS CPVOEBSJFT 	GBDFUT
 PG UIF DVSSFOU FMFNFOU 8IJMTU XF NVTU TUJMM
JOUFSSPHBUF B EBUBTFU UP EFUFSNJOF UIF MPDBUJPO PG UIFTF GBDFUT UIF BNPVOU PG EBUB UP CF SF
USJFWFE BOE UIF OBUVSF PG UIF QSPDFTTJOH UP CF QFSGPSNFE JT OPX đYFE BDSPTT FBDI UISFBE
UIVT BWPJEJOH JTTVFT PG EJWFSHFODF BOE QPUFOUJBMMZ SFEVDJOH UIF BNPVOU PG EBUB XIJDI NVTU
CF SFUSJFWFE GSPN NFNPSZƍ
*O BEEJUJPO UP CFJOH BNPSF TVJUBCMF EFTDSJQUJPO PG UIF TJNVMBUJPO HFPNFUSZ GPS UFDIOJDBM
SFBTPOT B NFTIFE BQQSPBDI BMMPXT UIF CPVOEBSJFT CFUXFFO UXP PQUJDBMMZ EJTTJNJMBS SFHJPOT
UP CF SFQSFTFOUFE XJUI BSCJUSBSZ BDDVSBDZ SBUIFS UIBO BT B TUFQQFE WPYFMJTBUJPO 4PNF PG UIF
BEWBOUBHFT PG UIJT BQQSPBDI BSF EJTDVTTFE JO <ƕƌ> 5XP UBCMFT PG EBUB BSF SFRVJSFE UP EFđOF
UIF HFPNFUSZ PG UIF TJNVMBUJPO EPNBJO UIPVHI UXP NPSF BSF SFRVJSFE GPS UIJT QBSUJDVMBS
BQQMJDBUJPO ăF UBCMFT BSF OPX DPOTJEFSFE CZ UIFJS JOUFSOBM OBNFT
MQ/2b ăFOPEF MJTU SFDPSET UIF UISFFEJNFOTJPOBM $BSUFTJBO DPPSEJOBUF PG FWFSZ OPEF PS
WFSUFY JO UIFNFTI ăFTF OPEFT BSF VTFE CZ UIF FMFNFOUNBUSJY UP GPSN UIF JOEJWJEVBM
UFUSBIFESBM FMFNFOUT GSPN XIJDI UIF HFPNFUSZ JT DPOTUSVDUFE
ƍăJT JT PG DPVSTF EFQFOEFOU VQPO UIF DPNQMFYJUZ PG UIFNPEFMT IPNPHFOFPVT DVCPJE HFPNFUSJFTXPVME
CF GBS NPSF FċDJFOUMZ SFQSFTFOUFE BT WPYFMJTFE TUSVDUVSFT IPXFWFS UIF SFTFBSDI BJNT PG UIJT TUVEZ SFRVJSF
UIF ĔFYJCJMJUZ UP DPOTJEFS NPSF QIZTJPMPHJDBMMZ SFMFWBOU DPNQMFY TUSVDUVSFT
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƎ
2H2K2Mib ăF FMFNFOU UBCMF EFđOFT FBDI UFUSBIFESBM FMFNFOU CZ GPVS OVNCFST XIJDI EF
đOF UIF DPPSEJOBUFT PG FBDI WFSUFY PG UIF FMFNFOU CZ JOEFYJOH UIF OPEF MJTU
M2B;?#Qm`b ăF OFJHICPVS MJTU JT B SFRVJSFNFOU PG UIJT BQQMJDBUJPO "T QIPUPOT BSF QSPQ
BHBUFE UISPVHI UIF TJNVMBUJPO EPNBJO UIFZ XJMM QBTT GSPN POF FMFNFOU UP UIF OFYU WJB
POF PG UIF CPVOEBSJFT 	GBDFUT
 PG FBDI UFUSBIFESPO 5P EFUFSNJOF JOUP XIJDI FMFNFOU
UIFZ NBZ USBOTJUJPO XF BDDFTT UIF FMFNFOU OFJHICPVS MJTU XJUI UIF DVSSFOU FMFNFOU JO
EFY UIJT SFUVSOT UIF JOEJDFT PG UIF GPVS FMFNFOUT OFJHICPVSJOH UIF DVSSFOU FMFNFOU 	PS
[FSP GPS UIF EPNBJO CPVOEBSZ
 #Z DPOWFOUJPO FMFNFOU PQQPTJUF OPEF D PG FMFNFOU
B JT MPDBUFE JO UIF OFJHICPVS MJTU BU JOEFY (B-D)
T`QT2`iB2b ăF QSPQFSUJFT MJTU JT B SFRVJSFNFOU PG UIJT BQQMJDBUJPO &BDI FMFNFOU JO UIF
FMFNFOU UBCMF IBT BO FOUSZ JO UIF QSPQFSUJFT MJTU XIJDI EFđOFT BO JOEFY UP UIFNFEJVN
PG XIJDI UIF FMFNFOU JT DPNQPTFE
ăF QSJNBSZ NFTI UBCMFT 	FMFNFOUT BOE OPEFT MJTUT
 NBZ CF HFOFSBUFE CZ WBSJPVT NFBOT
'PS UIF NPTU TJNQMF HFPNFUSJFT TVDI BT QMBOF TMBCT UIF OPEFT BOE FMFNFOU MJTUT DBO CF CVJMU
CZ IBOE .PSF DPNQMFY PQUJDBMMZ IPNPHFOFPVT HFPNFUSJFT DBO CF CVJMU VTJOH USJBOHVMBUJPO
UPPMT TVDI BT UIF.ĮłĹĮį/2HmMv GVODUJPO 0QFO TPVSDF UPPMT TVDI BT JTPƎNFTI <Əƕ> DBO
CVJMENFTIFT GSPN WPYFMJTFE EBUB TVDI BT.3* TDBOT 	QPUFOUJBMMZ QSFTFHNFOUFE UP EFMJOFBUF
EJĈFSFOU PQUJDBM SFHJPOT
 "MUFSOBUJWFMZ B OVNCFS PG đOJUF FMFNFOU NFUIPE UPPMT IBWF JOUF
HSBUFE HFPNFUSZ EFđOJUJPO BOE NFTIJOH UPPMT GSPN XIJDI B TVJUBCMF NFTI DBO CF FYQPSUFE
*O UIF DBTF UIBU UIF BDPVTUJD đFME GPS TJNVMBUJPO JT EFSJWFE GSPN B đOJUFFMFNFOU BOBMZTJT B
NFTI XJMM CF SFBEJMZ BWBJMBCMF ăF OFJHICPVST UBCMF DBO CF HFOFSBUFE VTJOH UIF .ĮłĹĮį
M2B;?#Q`b GVODUJPO /PUF UIBU UIJT GVODUJPO SFUVSOT LL FOUSJFT GPS FYUFSOBM GBDFUT UIFTF
NVTU CF SFQMBDFE XJUI [FSPFT GPS VTF JO UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN ăF QSPQFSUJFT MJTU DBO CF
HFOFSBUFE CZ IBOE *U JT MJLFMZ UIBU UIJT MJTU XJMM BMSFBEZ FYJTU JG UIF EBUBTFU XBT EFSJWFE GSPN B
đOJUFFMFNFOU BOBMZTJT PS GSPN QSFTFHNFOUFE EBUB
.VDI MJLF UIF BDPVTUJD EBUBTFUT FBDI PG UIFTF UBCMFT JT TUPSFE JO UIF EFWJDF BT B UFYUVSF
UIPVHI JO UIJT DBTF B POFEJNFOTJPOBM UFYUVSF BDDFTTFE CZ DPOWFOUJPOBM BSSBZ JOEFYJOH SBUIFS
UIBO UIF OPSNBMJTFE DBTF FNQMPZFE GPS UIF UISFFEJNFOTJPOBM BDPVTUJDT UFYUVSF ăF CFOFđUT
PG UFYUVSFNFNPSZ EJTDVTTFE QSFWJPVTMZ BSF BMTP DPOWFZFE UP UIF BDDFTT PG UIF HFPNFUSZ UBCMFT
ăF TJNVMBUJPO ESJWFS SFBET UIF EBUBTFU GSPN UIF.ĮłĹĮįEBUB đMFT USBOTGFST UIFTF BSSBZT
UP UIF EFWJDF BOE CJOET UIFN UP B SFMFWBOU UFYUVSF +VTU QSJPS UP UIFJS USBOTGFS UP UIF EFWJDF
FBDI PG UIF BSSBZT JT QBEEFE XJUI BO FNQUZ SPX BU UIFJS CFHJOOJOH UIJT JT UP QFSNJU FMFNFOU
[FSP UP SFQSFTFOU UIBU XIJDI JT FYUFSOBM UP UIF TQFDJđFE TJNVMBUJPO EPNBJO *G UIF EBUBTFUT
IBWF CFFO DPOTUSVDUFE JO .ĮłĹĮįT POFCBTFE JOEFYJOH SFHJNF UIJT SFRVJSFT OP BUUFOUJPO
GSPN UIF VTFS 0UIFSXJTF JU NBZ CF OFDFTTBSZ UP JODSFNFOU FBDI FOUSZ JO UIF FMFNFOU BOE
OFJHICPVST UBCMFT CZ POF
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƏ
ƏƏƑ "ODJMMBSZ %BUB
*O BEEJUJPO UP UIF BDPVTUJD đFME BOE HFPNFUSZ EBUB UISFF NPSF TFUT PG EBUB BSF SFRVJSFE UP
DPNQMFUF B TJNVMBUJPO ăFTF DPNQSJTF PG UIF NFEJVN TQFDJđDBUJPOT 	QSJNBSJMZ UIF PQUJDBM
QSPQFSUJFT
 BT JOEFYFE CZ UIF HFPNFUSZ UBCMFT TJNVMBUJPO QIZTJDBM DPOTUBOUT 	TVDI BT UIF VM
USBTPVOE GSFRVFODZ PQUJDBM XBWFMFOHUI
 BOE TJNVMBUJPO DPOUSPM DPOTUBOUT
%JĈFSFOU NFEJVNT BSF TQFDJđFE JO B EBUB TUSVDUVSF DPOUBJOJOH UIF GPMMPXJOH DPOTUBOUT
BMM PG XIJDI BSF TQFDJđFE BU UIF TJNVMBUFE PQUJDBM XBWFMFOHUI
Km JT UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOUµa <N¢ƍ>
Kmb JT UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµs <N¢ƍ>
; JT UIF BOJTPUSPQZ GBDUPS g  PG UIF NFEJVN <>
My JT UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO PG UIF NFEJVN <>
2i JT SFMBUFE UP UIF BDPVTUPPQUJD DPFċDJFOU BOE XBT EFđOFE JO FRVBUJPO Ǝƍƌ<N¢ƍ>
ăF TJNVMBUJPOESJWFS SFUSJFWFT UIFNFEJVNFOUSJFT GSPNB.ĮłĹĮįBSSBZOBNFEK2/BmK
JO UIF TVQQMJFE EBUB đMFT "O FOUSZ NVTU CF QSPWJEFE GPS FWFSZ NFEJVN SFGFSFODFE JO UIF FMF
NFOU QSPQFSUJFT UBCMF BDDPSEJOH UP .ĮłĹĮįT POF CBTFEJOEFYJOH UIF TJNVMBUJPO ESJWFS BV
UPNBUJDBMMZ QBET UIF BSSBZ XJUI B EFGVODU [FSP FOUSZ ăJT EBUBTFU JT VQMPBEFE UP UIF DPOTUBOU
NFNPSZ BSFB PG UIF HSBQIJDT DBSE XIJDI QSPWJEFT DBDIFJOH GPS TVDI SFBE POMZ EBUB
ăF TJNVMBUJPO QSPHSBN SFRVJSFT UIF GPMMPXJOH DPOTUBOUT UP CF QSFTFOUFE
Fy JT UIF XBWFOVNCFS PG UIF PQUJDBM TPVSDF k0 JO VOJUT PG SBE N−1
F JT UIF BDPVTUJD XBWFOVNCFS ka JO VOJUT PG SBE N−1
BMBinT?QiQMnHQ+iBQM JT B UISFFDPNQPOFOU WBSJBCMF TQFDJGZJOH UIF JOJUJBM MPDBUJPO JO
VOJUT PG UIF NFUFS GSPN XIJDI QIPUPO QBDLFUT BSF MBVODIFE JOUP UIF TJNVMBUJPO EP
NBJO
BMBinT?QiQMn/B`2+iBQM JT B UISFFDPNQPOFOU VOJU NBHOJUVEF WBSJBCMF TQFDJGZJOH UIF
JOJUJBM EJSFDUJPO XIJDI UIF QIPUPO QBDLFU UBLFT XIFO MBVODIFE JOUP UIF TJNVMBUJPO
EPNBJO
BMBinT?QiQMnr2B;?i JT UIF OPUJPOBM XFJHIU PG B QIPUPO QBDLFU BOE DBO CF TFU UP BO
BSCJUSBSZ WBMVF UZQJDBMMZ VOJUZ
BMBin2H2K2Mi JT BO JOEFY UP UIF FMFNFOU JOUP XIJDI UIF QIPUPO JT MBVODIFE JOUP UIF TJN
VMBUJPO EPNBJO ăJT TIPVME CF EFUFSNJOFE GSPN UIF JOJUJBM QIPUPO QBDLFU MPDBUJPO
FJUIFS CZ IBOE PS CZ VTF PG B GVODUJPO TVDI BT .ĮłĹĮįT ib2`+?M GVODUJPO
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƐ
BMBin7+2 JT UIF GBDFU GSPN XIJDI UIF QIPUPO QBDLFU JT MBVODIFE JOUP UIJT TJNVMBUJPO EP
NBJO 4FUUJOH UIJT WBSJBCMF EJTBCMFT BO JOUFSTFDUJPO UFTU PO UIJT GBDF EVSJOH UIF đSTU SVO
PG UIF QIPUPO QBDLFU QSPQBHBUJPO DPEF *G UIF QIPUPO QBDLFU JT JOKFDUFE BU B QPJOU
XJUIJO B EPNBJO FMFNFOU UIJT WBSJBCMF DBO CF TFU HSFBUFS UIBO UISFF UP EJTBCMF UIF UFTU
Myn2ti2`MH JT UIF SFGSBDUJWF JOEFY FYUFSOBM UP UIF TJNVMBUJPO EPNBJO
/2i2+iQ`nBM/2t JT UIF NFEJVN JOEFY XIJDI SFQSFTFOUT UIF EFUFDUPS 1IPUPO QBDLFUT FO
UFSJOH BO FMFNFOU PG UIF TQFDJđFE NFEJVN XJMM CF EFUFDUFE BOE UFSNJOBUFE BT UIFZ
QBTT JOUP UIJT SFHJPO
ăF TJNVMBUJPO ESJWFS SFUSJFWFT UIF TJNVMBUJPO DPOTUBOU WBSJBCMFT GSPN B TJOHMF FMFNFOU
.ĮłĹĮį BSSBZ DPOTJTUJOH PG B TUSVDUVSF XJUI UIF EPDVNFOUFE đFME OBNFT ăJT EBUBTFU JT
BMTP VQMPBEFE UP UIF DPOTUBOU NFNPSZ BSFB PG UIF EFWJDF 'JOBMMZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
SFRVJSFT B OVNCFS PG TJNVMBUJPO DPOTUBOUT XIJDI EJDUBUF IPX FYFDVUJPO DPOUJOVFT ăFTF
JODMVEF UIF OVNCFS PG QIPUPOT UP TJNVMBUF BOE UIF PVUQVU đMFOBNF
ƏƏƒ "MHPSJUIN
(JWFO B SFQSFTFOUBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO EPNBJO UIF BMHPSJUINT XIJDI QSPQBHBUF QIPUPO
QBDLFUT UISPVHI UIF TJNVMBUJPO EPNBJO BDDSVF UIFJS QIBTF BOE DPOUSPM UIF FYFDVUJPO PG UIF
TJNVMBUJPO DBO OPX CF EFTDSJCFE
.BOZ PG UIF GVOEBNFOUBM DBMDVMBUJPOT QFSGPSNFE BSF PG B TUBOEBSE GPSN GPS .$ MJHIU
USBOTQPSU DPEFT 8IJMTU UIFSF BSF TJHOJđDBOU DIBOHFT UP UIF PSEFSJOH PG UIF BMHPSJUIN BOE
UIF XBZ JO XIJDI UIF HFPNFUSZ JT SFQSFTFOUFE 8BOHT EFTDSJQUJPO <ƍƏƐ> PG IJT EFGBDUP TUBO
EBSE DPEF .$.- TFSWFT BT B SFGFSFODF GPS FBDI QBSU PG UIF QIPUPO QSPQBHBUJPO SPVUJOF
"T EFTDSJCFE JO TFDUJPO ƏƏƎ GPMMPXJOH UIF VQMPBE PG SFRVJSFE EBUB GSPN UIF IPTU UP
UIF EFWJDF UIF TJNVMBUJPO ESJWFS SFQFBUFEMZ DBMMT UIF TJNVMBUJPO LFSOFM UP SFRVFTU B DFSUBJO
OVNCFS PG QIPUPO QBDLFUT UP CF QSPQBHBUFEƎ 0O FBDI DBMM UFOT PG UIPVTBOET PG JOEJWJEVBM
UISFBET QFSGPSN UIF QSPDFTT EFTDSJCFE BU B IJHIMFWFM JO BMHPSJUIN ƍ UIF JNQPSUBOU QSPDFTTFT
BSF TVCTFRVFOUMZ EFTDSJCFE JO HSFBUFS EFQUI
1IPUPO 1BDLFU 4UFQ 4J[F
8JUI LOPXMFEHF PG UIF JOUFSBDUJPO DPFċDJFOU PG UIF DVSSFOU NFEJVN µt = µa +µs  UIF
QIPUPO TUFQ TJ[F JT DBMDVMBUFE
s =
− log(1− ξ )
µt
	ƏƏƍ

XIFSF ξ JT B VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE SBOEPN OVNCFS EJTUSJCVUFE PWFS UIF JOUFSWBM [0,1)
ƎăF FOUJSF TJNVMBUJPO UBTL DPVME CF DPNQMFUFE JO B TJOHMF DBMM UP UIF LFSOFM IPXFWFS UIJT XPVME SFRVJSF
B NFNPSZ CVĈFS MBSHF FOPVHI UP TUPSF UIF SFTVMUT PG FWFSZ QIPUPO QBDLFU UP CF SFDPSEFE *OTUFBE B TNBMMFS
CVĈFS JT VTFE BOE UIJT JT XSJUUFO PVU UP EJTL CZ UIF TJNVMBUJPO ESJWFS CFUXFFO FBDI LFSOFM JOWPDBUJPO
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƑ
"MHPSJUIN ƍăF 4JNVMBUJPO ,FSOFM "MHPSJUIN
%BUB QIPUPOT SFRVFTUFE
ƍ HFU QIPUPO JOEFY GSPN HMPCBM QIPUPO DPVOUFS
Ǝ XIJMF QIPUPO JOEFY< QIPUPOT SFRVFTUFE EP
Ə JOJUJBMJTF QIPUPO QBDLFU UP JOJUJBM TUBUF
Ɛ SFQFBU
Ƒ TBNQMF UIF QIPUPO QBDLFU TUFQ TJ[F
ƒ JG QIPUPO QBDLFU JOUFSTFDUT B GBDFU UIFO
Ɠ TFU TUFQ TJ[F UP UBLF QIPUPO QBDLFU UP CPVOEBSZ
Ɣ JG QIPUPO SFęFDUT UIFO
ƕ TFU OFYU EJSFDUJPO BDDPSEJOH UP SFĔFDUJPO
ƍƌ FMTF
ƍƍ TFU OFYU EJSFDUJPO BDDPSEJOH UP SFGSBDUJPO
ƍƎ VQEBUF FMFNFOU BOE GBDF
ƍƏ JG FMFNFOU JT B EFUFDUPS UIFO
ƍƐ ĔBH EFUFDUJPO
ƍƑ FOE
ƍƒ FOE
ƍƓ FMTF
ƍƔ TFU OFYU EJSFDUJPO CZ TDBUUFSJOH 
ƍƕ BCTPSC QIPUPO QBDLFU XFJHIU JOUP NFEJVN 
Ǝƌ FOE
Ǝƍ BDDVNVMBUF QIBTF EVF UP EJTQMBDFE TDBUUFSFS 
ƎƎ BDDVNVMBUF QIBTF EVF UP NPEVMBUFE JOEFY PG SFGSBDUJPO 
ƎƏ VQEBUF MPDBUJPO BDDPSEJOH UP TUFQ TJ[F
ƎƐ VQEBUF EJSFDUJPO BDDPSEJOH UP OFYU EJSFDUJPO
ƎƑ QFSGPSN QIPUPO SPVMFUUF 	ƏƏƓ

Ǝƒ VOUJM UIF QIPUPO QBDLFU IBT [FSP XFJHIU EFUFDUJPO JT ęBHHFE PS UIF QIPUPO QBDLFU
IBT FYJUFE UIF TJNVMBUJPO EPNBJO
ƎƓ JG EFUFDUFE UIFO
ƎƔ XSJUF QIPUPO MPDBUJPO XFJHIU BOE QIBTF UP CVĈFS
Ǝƕ JODSFNFOU HMPCBM QIPUPO DPVOUFS
Əƌ FOE
Əƍ FOE
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ƒƒ
(FPNFUSZ *OUFSTFDUJPO
(JWFO UIF DVSSFOU MPDBUJPO EJSFDUJPO BOE TUFQ TJ[F PG B QIPUPO QBDLFU XF NVTU OPX UFTU GPS
JOUFSBDUJPO XJUI UIF TJNVMBUJPO HFPNFUSZ FH JOUFSTFDUJPO PG BOZ PG UIF GBDFUT PG UIF DVSSFOU
FMFNFOU
#Z SFUSJFWJOH UIF GPVS OPEFT PG UIF DVSSFOU FMFNFOU XF DPOTUSVDU FBDI PG UIF GPVS GBDFUT
PG UIF UFUSBIFESPO CZ JUFSBUJOH PWFS DIPJDFT PG UIF UISFF OPEFT (2,3,4), (1,3,4), (1,2,3), BOE
(1,2,3) 8F UFTU GPS JOUFSTFDUJPO XJUI FBDI GBDFU JHOPSF UIF SFTVMU PG BOZ UFTU DPSSFTQPOEJOH
UP UIF GBDF PWFS XIJDI UIF QIPUPO QBDLFU QSFWJPVT USBWFMMFE
ăF JOUFSTFDUJPO PG B MJOFTFHNFOU XJUI B USJBOHMF JT B XFMM VOEFSTUPPE HFPNFUSJD PQFS
BUJPO ăF NPTU CBTJD GPSN PG UIJT UFTU JOWPMWFT UFTUJOH GPS JOUFSTFDUJPO PG UIF MJOF XJUI UIF
QMBOF EFđOFE CZ UIF UISFF QPJOUT PG UIF USJBOHMF CFGPSF EFUFSNJOJOH JG UIF JOUFSTFDUJPO QPJOU
PDDVST XJUIJO MFOHUI PG UIF DVSSFOU TFHNFOU "MUFSOBUJWF BDDFMFSBUFE BMHPSJUINT BSF BWBJM
BCMF JO UIF MJUFSBUVSF QFSUBJOJOH UP DPNQVUFS HSBQIJDT POF PG UIF NPSF QPQVMBS CFJOH UIBU PG
.ÕMMFS BOE 5SVNCPSF<ƍƌƌ> )PXFWFS XIFO JNQMFNFOUFE XJUIPVU JOđOJUF QSFDJTJPO TVDI
UFTUT SFRVJSF FQTJMPO CBTFE BMHPSJUINT XIJDI UFTU SFTVMUT PG PQFSBUJPOT OPU BHBJOTU [FSP CVU
BHBJOTU B TNBMM SBOHF BSPVOE [FSP "T TVDI UIF BMHPSJUIN JT OP MPOHFS SPCVTU ăJT DBO PĕFO
CF UPMFSBUFE JO HSBQIJDT SFOEFSJOH BQQMJDBUJPO IPXFWFS JO UIJT BQQMJDBUJPO UIF DPOTFRVFODFT
PG GBMTFQPTJUJWFT PS OFHBUJWFT JT UIBU B QIPUPO XJMM FOE BO JUFSBUJPO PG UIF BMHPSJUIN BU B QPTJ
UJPO XIJDI EPFT OPU DPSSFTQPOE UP JUT DVSSFOU FMFNFOU "MM TVCTFRVFOU JOUFSTFDUJPO UFTUT XJMM
GBJM BOE UIF QIPUPO XJMM QSPQBHBUF JOEFđOJUFMZ
5P BWPJE UIJT QSPCMFN XF VTF BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI CBTFE VQPO UIF USJQMF TDBMBS QSPE
VDU <ƒƏ> )FSF XF SFMZ POMZ VQPO UIF TJHO SBUIFS UIBO UIF WBMVF PG WBSJPVT BSJUINFUJD PQ
FSBUJPOT ăJT BQQSPBDI JT NBUIFNBUJDBMMZ FRVJWBMFOU UP UIF VTF PG 1MÛDLFS DPPSEJOBUFT 	BT
EFTDSJCFE CZ 'BOH <Ɛƌ>
 CVU BWPJET UIF BTTPDJBUFE DPNQMFYJUZ PG BOBMZTJT BOE OPUBUJPO
ăF TJHOFE WPMVNF PG B UFUSBIFESPO EFđOFE CZ GPVS WFSUJDFT p0p3 JT DBMDVMBUFE CZ<ƒƏ>
V (p0,p1,p2,p3) =
1
6
[(p1−p0)× (p2−p0) · (p3−p0)] 	ƏƏƎ

XIFSF · JT B EPUQSPEVDU BOE× UIF DSPTT QSPEVDU PQFSBUPS 5P EFUFSNJOF JG UIF SBZ EFđOFE CZ
UIF DVSSFOU QIPUPO QBDLFU EJSFDUJPO JOUFSTFDUT UIF DVSSFOU UFUSBIFESBM FMFNFOU XF CFHJO CZ
SFUSJFWJOH UIF GPVS WFSUJDFT PG UIF FMFNFOU GSPN UIF HFPNFUSZ DBDIF 8F UFTU GPS JOUFSTFDUJPO
XJUI FBDI PG UIF GPVS GBDFUT PG UIF UFUSBIFESPO CZ JUFSBUJOH PWFS UIF GPVS DIPJDFT PG UIF UISFF
OPEFT 8F JHOPSF UIF SFTVMU PG B UFTU BHBJOTU UIF GBDFU JG BOZ PWFS XIJDI UIF QIPUPO QBDLFU
QSFWJPVTMZ SFĔFDUFE PS SFGSBDUFE
'PS FBDI PG UIF GPVS GBDFUT XF DBMDVMBUF UISFF TJHOFE WPMVNFT
ƍ V (ra ,rb ,p1,p2)
Ǝ V (ra ,rb ,p2,p0)
Ə V (ra ,rb ,p0,p1)
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƓ
*O UIF DBTF UIBU UIF TJHO PG FBDI PG UIFTF WPMVNFT JT FRVBM UIF SBZ JOUFSTFDUT UIF GBDFU 5P
EFUFSNJOF JG UIF QIPUPO QBDLFU XJMM JOUFSTFDU UIF GBDFU HJWFO JUT DVSSFOU TUFQ TJ[F XF DBMDVMBUF
UIF UXP TJHOFE WPMVNFTVa =V (p0,p1,p2,ra) BOEVb =V (p0,p1,p2,rb ) JO UIF DBTF UIBU
UIF TJHOT PG UIFTF WPMVNFT BSF PQQPTJUF BOE UIBUVa > 0 JOUFSTFDUJPOPDDVST BU UIFQBSBNFUSJD
EJTUBODFVa/(Va +Vb ) *G BOZ JOUFSBDUJPOT PDDVS UIF TNBMMFTU JOUFSTFDUJPO EJTUBODF JT VTFE
UP TDBMF UIF DVSSFOU QIPUPO QBDLFU TUFQ TJ[F
*G BO JOUFSTFDUJPO PDDVST UIF QIPUPOQBDLFU TUFQ TJ[F JT VQEBUFE UP UBLF JU UP UIF CPVOEBSZ
PG UIF FMFNFOU 8F UIFO QFSGPSN B TFSJFT PG UFTUT UP EFUFSNJOF JG UIF QIPUPO QBDLFU SFĔFDUT
SFGSBDUT PS TJNQMZ USBOTNJUT JOUP UIF OFYU NFEJVN
ƍ *G UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO PO FJUIFS TJEF PG UIF CPVOEBSZ JTNBUDIFE UIF QIPUPO QBDLFU
USBOTNJUT JOUP UIF OFYU FMFNFOU XJUI UIF TBNF QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO
Ǝ 0UIFSXJTF XF DBMDVMBUF UIF BOHMF PG JODJEFODF PG UIF QIPUPO QBDLFU αi VTJOH UIF OPS
NBM UP UIF QMBOF EFđOFE CZ UIF UISFF QPJOUT PG UIF GBDF XF IBWF JOUFSTFDUFE 8JUI
LOPXMFEHF PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO JO UIF JODJEFOUNFEJVN ni BOE UIFNFEJVN JOUP
XIJDI XF NBZ USBOTNJU nt  XF OFYU DIFDL GPS UPUBM JOUFSOBM SFĔFDUJPO XIJDI PDDVST
XIFO n2t < n
2
1(1− cos2(αi )) *O UIJT DBTF XF SFĔFDU UIF SBZ JO UIF QMBOF EFđOFE CZ
UIF GBDF
sˆ← sˆ− 2nˆcos(αi ) 	ƏƏƏ

XIFSF nˆ JT UIF VOJU OPSNBM UP UIF GBDF
Ə *G UPUBM JOUFSOBM SFĔFDUJPO EPFT OPU PDDVS XF NVTU DBMDVMBUF UIF JOUFSOBM SFĔFDUBODF
GVODUJPO
R(αi ) =
1
2
⎡⎣ sin2(αi −αt )
sin2(αi +αt )
+
tan2(αi −αt )
tan2(αi +αt )
⎤⎦ 	ƏƏƐ

XIFSF UIF USBOTNJTTJPO BOHMF αt JT GPVOE CZ 4OFMMT MBX 	ni sin(αi ) = nt sin(αt )
 8F
OPX HFOFSBUF B VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE SBOEPN ξ JO [0,1) *G ξ ≤ R(αi ) UIFO UIF QIP
UPO QBDLFU JT SFĔFDUFE CBDL JOUP UIF DVSSFOU FMFNFOU BOE JUT OFYU EJSFDUJPO JT DBMDV
MBUFE BDDPSEJOH UP UIF FRVBUJPO GPS UPUBM JOUFSOBM SFĔFDUJPO 0UIFSXJTF JG ξ > R(αi )
UIF SBZ SFGSBDUT JOUP UIF OFYU NFEJVN BOE JUT OFX EJSFDUJPO JT DBMDVMBUFE
sˆ← ni
nt
sˆ−n
<
ni
nt
cos(αi )+
=
1− sin2(αt )
>
	ƏƏƑ

4DBUUFSJOH
*G UIF QIPUPO QBDLFU EPFT OPU JOUFSTFDU B GBDFU PG UIF DVSSFOU UFUSBIFESPO JU JT DPOTJEFSFE UP
IBWF JOUFSBDUFE XJUI UIF NFEJVN *O UIJT DBTF UIF QIPUPO QBDLFU đSTU VOEFSHPFT TDBUUFSJOH
*O UIJT BQQMJDBUJPO UIF QIPUPO QBDLFU JT TDBUUFSFE CZ UIF )FOZFZ(SFFOTUFJO QIBTF GVODUJPO
ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO ƑƔ
<ƑƐ> &YQSFTTFE BT B QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO
p(cos(θ)) =
1− g 2
2(1+ g 2− 2g cos(θ))3/2 	ƏƏƒ

'PS BOJTPUSPQJD TDBUUFSJOH XIFSF g ̸= 0 UIF SFTVMUBOU EFĔFDUJPO DPTJOF cos(θ) JT GPVOE
CZ <ƍƏƐ>
cos(θ)|g ̸=0 =
1
2g
⎡⎣1+ g 2−< 1− g 2
1− g + 2gξ
>2⎤⎦ 	ƏƏƓ

'PS JTPUSPQJD TDBUUFSJOH XJUI g = 0
cos(θ)|g=0 = 2ξ − 1 	ƏƏƔ

XIFSF ξ JT B VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE SBOEPN OVNCFS EJTUSJCVUFE PWFS UIF JOUFSWBM (0,1) ăF
VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE B[JNVUIBM BOHMF JT UIFO GPVOE
ψ= 2πξ 	ƏƏƕ

ăF EJSFDUJPO DPTJOFT PG UIF OFYU EJSFDUJPO PG UIF QIPUPO QBDLFU BSF VQEBUFE BDDPSEJOH
UP UIF TBNQMFE WBMVFT PG UIF TDBUUFSJOH EFĔFDUJPO BOE B[JNVUI
ƏƏƓ "CTPSQUJPO BOE 3PVMFUUF
'PMMPXJOH B TDBUUFSJOH FWFOU TPNF QSPQPSUJPO PG UIF QIPUPO QBDLFU XFJHIU JT BCTPSCFE JOUP
UIF NFEJVN ăF QIPUPO QBDLFU XFJHIU JT VQEBUFE <ƍƏƐ>
w← w −wµa
µt
	ƏƐƌ

XIFSF w JT UIF QIPUPO QBDLFU XFJHIU
*O PSEFS UP SFEVDF UIF OVNCFS PG QIPUPOT QBDLFUT XJUI B WFSZ MPXXFJHIU 	BOE UIVT MJUUMF
TUBUJTUJDBM TJHOJđDBODF
 UIF WBSJBODF SFEVDUJPO UFDIOJRVF PG SPVMFUUF JT FNQMPZFE 1IPUPO
QBDLFUT XJUI B XFJHIU MFTT UIBO B DFSUBJO UISFTIPME BSF BTTJHOFE B QSPCBCJMJUZ m PG TVSWJWJOH
UIF SPVMFUUF QSPDFEVSF " SBOEPN OVNCFS ξ JT HFOFSBUFE JO [0,1] BOE JG 	ξ > 1/m
 UIF
QIPUPO QBDLFU XFJHIU JT SFEVDFE UP [FSP GPS UFSNJOBUJPO PO UIF OFYU JUFSBUJPO *O PSEFS UP
DPOTFSWF FOFSHZ B TVSWJWJOH QIPUPO QBDLFU IBT JUT XFJHIU VQEBUFE w← mw 
*OEFY PG SFGSBDUJPO QIBTF BDDSVBM
ăFTJNVMBUJPO PĈFST UXPNFUIPET UP DBMDVMBUF UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO QIBTF JODSFNFOU CBTFE
VQPO FRVBUJPO Ǝƒ
*O UIF đSTU GPSNVMBUJPO XF BQQSPYJNBUF UIF FRVBUJPO XJUI B OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO PWFS
UIF QBUI PG UIF DVSSFOU QIPUPO QBDLFU TUFQ 8F EJWJEF UIF QIPUPO QBDLFU QBUI MFOHUI JOUPN
TVCJOUFSWBMT PG FRVBM XJEUIT h = |rb− ra|/N BOE FNQMPZ UIF DPNQPTJUF NJEQPJOU SVMF
φn(ra ,rb , t )≈ k0n0ηh
N−1∑
k=0
P0(rk)exp
!
j (φa(rk)−ωa t )" 	ƏƐƍ

ƏƏ *NQMFNFOUBUJPO Ƒƕ
XIFSF rk = ra + (k + 0.5)(rb − ra)/n ăF OVNCFS PG TVCJOUFSWBMT JT EFđOFE BU SVOUJNF
BT B QBSUJDVMBS OVNCFS PG QPJOUT QFS BDPVTUJD XBWFMFOHUI BOE UIVT EJĈFST GPS FBDI QIPUPO
QBDLFU VOEFS QSPQBHBUJPO UIF EJWFSHFODF PG UIJT BQQSPBDI MFBET UP TVCPQUJNBM QFSGPSNBODF
'VSUIFSNPSF B MBSHF OVNCFS PG SFBET GSPN UIF BDPVTUJDEBUBTFU BSF SFRVJSFE UPNJOJNJTF UIF
FSSPS JO UIF OVNFSJDBM JOUFHSBM ăJT BQQSPBDI JT TUJMM WJBCMF PXJOH UP UIF QFSGPSNBODF CFOFđUT
PG UIF QBSBMMFM JNQMFNFOUBUJPO BOE QSPWJEFT FYDFMMFOU BDDVSBDZ JSSFTQFDUJWF PG UIF OBUVSF PG
UIF VOEFSMZJOH BDPVTUJD đFME
"O BMUFSOBUJWF BQQSPBDI UP UIF DBMDVMBUJPO PG UIF JOEFY PG SFGSBDUJPO QIBTF JODSFNFOUT
JT UP BTTVNF UIBU PWFS UIF MFOHUI PG TJOHMF QIPUPO QBDLFU TUFQ UIF BDPVTUJD đFME DBO CF SFQSF
TFOUFE CZ B QMBOF XBWF PG HJWFO QSFTTVSF BNQMJUVEF QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO BOE QIBTF PĈTFU
BT EFđOFE BU B QPJOU rc
pc (r, t ) = P0(rc)exp( j [φa(rc )+ka(rc) · (r− rc)−ωa t]). 	ƏƐƎ

ăJT FYQSFTTJPO JT TVCTUJUVUFE JOUP FRVBUJPOƎƒ BOE UIF JOUFHSBUJPO DPNQMFUFEPWFS UIF TUSBJHIU
MJOF QBUI PG UIF QIPUPO QBDLFU TUFQ GSPN ra UP rb 
φn(ra,rb, t )≈
k0n0ηP0(rc)exp( j (φa(rc )−ka(rc) · rc−ωa t ))
jka(rc) · (rb − ra)
×!exp( j (ka(rc) · rb ))− exp( j (ka(rc ) · ra))" . 	ƏƐƏ

*O UIF DBTF UIBU UIF BDPVTUJDXBWFWFDUPS JT B TMPXMZ DIBOHJOH GVODUJPOPG TQBDF UIJT BQQSPYJNB
UJPO DBO PĈFS TJHOJđDBOU QFSGPSNBODF JNQSPWFNFOUT PWFS UIF OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO XIFO
UIF QIPUPO QBDLFU TUFQ TJ[F JT MBSHF DPNQBSFE UP BO BDPVTUJD XBWFMFOHUI ăJT JT BDIJFWFE EVF
UP SFEVDFE NFNPSZ BDDFTT BOE JUT OPOEJWFSHFOU FYFDVUJPO
*SSFTQFDUJWF PG UIF JOUFHSBUJPO NFUIPE UIF SFBM BOE JNBHJOBSZ QBSUT PG FBDI FYQSFTTJPO
BSF FWBMVBUFE BOE TUPSFE JOEJWJEVBMMZ CZ FYQBOTJPO PG UIF DPNQMFY FYQPOFOUJBM
ƏƏƔ 3BOEPN/VNCFS (FOFSBUPS
0O OVNFSPVT PDDBTJPOT XJUIJO UIF QIPUPO QSPQBHBUJPO BMHPSJUIN B VOJGPSNMZ EJTUSJCVUFE
SBOEPN OVNCFS NVTU CF HFOFSBUFE "T B QBSBMMFM BMHPSJUIN UIJT SFRVJSFT TQFDJBM USFBUNFOU
" TUBOEBSE SBOEPN OVNCFS HFOFSBUPS 	3/(
 DPVME CF VTFE GPS FBDI UISFBE 	QIPUPO QSPQB
HBUJPO LFSOFM
 UIPVHI JG JU XFSF TFFEFE XJUI UIF TBNF WBMVF FBDI UISFBE XPVME QFSGPSN UIF
TBNF DBMDVMBUJPOT 0OF BQQSPBDI NJHIU CF UP TFFE UIF 3/( XJUI EJĈFSFOU WBMVFT GPS FBDI
UISFBE CVU JO UIJT DBTF POF XPVME IBWF UP FOTVSF UIBU FBDI 3/( PVUQVU TFRVFODF EJE OPU
PWFSMBQ EVSJOH TJNVMBUJPO UP FOTVSF UIJT XFSF USVF BO 3/( XJUI B MBSHF QFSJPE XPVME CF SF
RVJSFE UIVT JNQMZJOH B MBSHF BNPVOU PG TUBUF JOGPSNBUJPO 	NFNPSZ VTBHF
 ăJT BQQMJDBUJPO
VTFT BO JNQMFNFOUBUJPO CZ "MFSTUBN <Ɛ> PG .BSTBHMJBT NVMUJQMZXJUIDBSSZ 3/( <ƕƎ> "T
EFUBJMFE JO UIF SFGFSFODFT UIF BMHPSJUIN SFRVJSFT POMZ FJHIU CZUFT PG TUBUF JOGPSNBUJPO BOE
IBT B QFSJPE PG HSFBUFS UIBO 260
ƏƐ 3FTVMUT ƒƌ
ƏƏƕ 4DPSFE RVBOUJUJFT BOE QPTUQSPDFTTJOH
ăF TJNVMBUJPO DPEF TUPSFT UXP TFUT PG EBUB GPS MBUFS BOBMZTJT UIF JOUFSOBM ĔVFODF EFQPTJUJPO
BOE UIF QBSBNFUFST PG QIPUPO QBDLFUT XIJDI FYJU UIF TJNVMBUJPO EPNBJO
ăF JOUFSOBM ĔVFODF SBUF JT SFDPSEFE BU UIF [FSPUI BOEđSTU PQUJDBM IBSNPOJDT BU UIF OPEFT
PG FBDI FMFNFOU XJUIJO UIF EPNBJO 6QPO BO BCTPSQUJPO FWFOU UIF DPOUSJCVUJPO UP UIF UPUBM
ĔVFODF SBUF JT GPVOE BDDPSEJOH UP FRVBUJPO ƏƐƌ XJUI B QSPQPSUJPO J 20 (ms ) EJTUSJCVUFE UP UIF
[FSPUI IBSNPOJD BOE 2J 21 (ms ) UP UIF đSTU ăF ĔVFODF BU UIF BCTPSQUJPO FWFOU JT EJTUSJCVUFE
UP UIF OPEFT PG UIF NFTI BDDPSEJOH UP MJOFBS XFJHIUJOHT PG UIF EJTUBODF PG UIF QIPUPO QBDLFU
UP FBDI OPEF 'PMMPXJOH TJNVMBUJPO UIF ĔVFODF SBUFT BSF OPSNBMJTFE CZ UIF UPUBM JOQVU PQUJ
DBM QPXFS BOE UIF 7PSPOPJ WPMVNF PG FBDI OPEF JO UIF NFTI $POTFRVFOUMZ UIF SFDPSEFE
ĔVFODF JT BQQSPYJNBUFE PO UIF NFTI JO B MJOFBS CBTJT 7BSJPVT TUBOEBSE .ĮłĹĮį GVODUJPOT
DBO CF VTFE UP JOWFTUJHBUF UIF EBUBTFU BT EFđOFE PO UIF OPEFT PG UIF NFTI "MUFSOBUJWFMZ UIF
EBUB DBO CF JOUFSQPMBUFE UP B SFHVMBS HSJE GPS GVSUIFS BOBMZTJT
6QPO MFBWJOH UIF TJNVMBUJPO EPNBJO UIF MPDBUJPO XFJHIU BCTPMVUF QBUI MFOHUI BOE
QIBTF NPEVMBUJPO UFSNT 	ms  ϕa PG FRVBUJPO Əƒ
 PG FBDI QIPUPO QBDLFU BSF SFDPSEFE JO B
CVĈFS SFTJEJOH JO UIF EFWJDF NFNPSZ PG UIF (16 TVCTFRVFOUMZ CFJOH USBOTGFSSFE UP UIF IPTU
BOE TBWFE UP EJTL ăF BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO PG FBDI QIPUPO QBDLFU NBZ CF DBMDVMBUFE
VTJOH FRVBUJPO ƏƎƏ
ƏƐ 3FTVMUT
ăF SFTVMUT PG UIJT JOWFTUJHBUJPO BSF QSFTFOUFE JO UISFF TVCTFDUJPOT
ƍ ăFBMHPSJUIN JT WBMJEBUFECZ DPNQBSJOH UIF SFTVMUT PG CPUIPQUJDBM BOE BDPVTUPPQUJDBM
TJNVMBUJPOT BHBJOTU BOBMZUJDBM BOE OVNFSJDBM SFTVMUT BWBJMBCMF JO UIF MJUFSBUVSF
Ǝ 8F DPOTJEFS UIF QFSGPSNBODF PG UIF DPEF CZ DPNQBSJOH JU XJUI FYJTUJOH NFTICBTFE
PQUJDBM TJNVMBUJPO DPEFT BOE PVS QSFWJPVT (16 JNQMFNFOUBUJPO
Ə 8F EFNPOTUSBUF UIF VTF PG UIF DPEF JO CVJMEJOH FYQMJDJU QFSUVSCBUJPO TFOTJUJWJUZ NBQT
GPS BO BDPVTUPPQUJD FYQFSJNFOU UIF SFTVMUT PG XIJDI BSF QVCMJTIFE FMTFXIFSF
"T EFTDSJCFE FBSMJFS POF PG UIF DPSF VTFT PG UIF .POUF$BSMP BMHPSJUIN JT BT B UPPM GPS WBMJ
EBUJPO PG PUIFS BQQSPYJNBUF OVNFSJDBM NPEFMT PG UIF BDPVTUPPQUJD FĈFDU BOE UIJT UPPM XJMM
CF VTFE GPS UIBU QVSQPTF JO DIBQUFS Ɛ
ƏƐƍ 7BMJEBUJPO PQUJDBM
7BMJEBUJPO PG UIF MJHIU USBOTQPSU BMHPSJUIN JT QFSGPSNFE CZ UXP UFDIOJRVFT *O UIF đSTU DBTF
XF DPNQBSF UIF PVUQVU PG UIF TJNVMBUJPO DPEF XJUI BQQSPYJNBUF BOBMZUJDBM TPMVUJPOT GPS B
WBSJFUZ PG HFPNFUSJFT ăFBOBMZUJD TPMVUJPOTIFSF BSF CBTFEVQPO UIFEJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
XIJDI JT WBMJE GPS EJTUBODFT HSFBUFS UIBO POF TDBUUFSJOH NFBO GSFF QBUI 	ls = 1/µ′s  XIFSFµ
′
s
ƏƐ 3FTVMUT ƒƍ
JT UIF SFEVDFE TDBUUFSJOH DPFċDJFOU
 GSPN UIF TPVSDF *O BEEJUJPO UP EJĈFSFODFT OFBS TPVSDFT
EJTDSFQBODJFT CFUXFFO UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPOT BOE UIF .POUF$BSMP SFTVMUT XJMM BMTP PDDVS
XIFO CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BSF OPU NBUDIFE 4QFDJđDBMMZ UIF TJNVMBUJPO DPEF PQFSBUFT JO
B EPNBJO PG MJNJUFE TQBUJBM FYUFOU XIFSFBT NBOZ PG UIF QSFTFOUFE TPMVUJPOT BSF WBMJE POMZ
GPS TFNJJOđOJUF EPNBJOT ăFTF FĈFDUT XJMM CF OPUFE XIFSF QSFTFOU *O UIF TFDPOE DBTF UIF
TJNVMBUJPO QSPHSBN IBT CFFO DSPTTWBMJEBUFE BHBJOTU BMUFSOBUJWF.POUF$BSMP TJNVMBUJPOT UP
EFNPOTUSBUF BHSFFNFOU OFBS UIF TPVSDF
ăF DIPJDF PG PQUJDBM TDFOBSJPT DIPTFO GPS WBMJEBUJPO JT NPUJWBUFE CZ UIF WBMJEBUJPO UFDI
OJRVFT BQQMJFE UP PUIFS .POUF$BSMP TJNVMBUJPO DPEFT UIF BWBJMBCJMJUZ PG BOBMZUJDBM TPMV
UJPOT BOE BO VOEFSTUBOEJOH PG UIF FMFNFOUT PG UIF BMHPSJUIN UFTUFE CZ EJĈFSJOH TDFOBSJPT
ăF MBUUFS DPOTJEFSBUJPO JT UIF NPTU JNQPSUBOU BOE NPUJWBUFT UIF GPMMPXJOH TDFOBSJPT
ƍ %PNBJOT JOWPMWJOH MBSHF OVNCFST PG TNBMM BOEPS QPPS RVBMJUZ FMFNFOUT UFTUT UIF SF
TJMJFODF PG UIF QSPHSBNT JOUFSTFDUJPO DPEFT
Ǝ .VMUJQMF TVCEPNBJOT PG EJĈFSJOH SFGSBDUJWF JOEJDFT FOTVSF SFĔFDUJPO BOE SFGSBDUJPO
BSF QSPQFSMZ IBOEMFE
Ə .VMUJQMF TVCEPNBJOT PG EJĈFSJOH PQUJDBM QSPQFSUJFT UFTU UIF SFHJTUSBUJPO PG UIF TVCEP
NBJOT XJUI UIF UFUSBIFESBM NFTI
*O BMM DBTFT UIF TJNVMBUJPO DPEFNVTU QSFEJDU UIF QSPQFS QBUI MFOHUI BOE XFJHIU PG FBDI QIP
UPO QBDLFU 	SFMBUFE UP UIF TDBUUFSJOH BOE BCTPSQUJPO JO UIF NFEJVN SFTQFDUJWFMZ
 JO PSEFS UP
BEFRVBUFMZ QSFEJDU UIF RVBOUJUJFT PG JOUFSFTU *O UIF GPMMPXJOH TFDUJPOT B WBSJFUZ PG JODSFBT
JOHMZ DPNQMJDBUFE TDFOBSJPT 	JO UFSNT PG HFPNFUSZ BOE IFUFSPHFOFJUZ PG PQUJDBM QSPQFSUJFT

BSF EFNPOTUSBUFE
5SBOTNJUUBODF BOE %JĈVTF 3FĔFDUBODF PG BăJO 4MBC
'PMMPXJOH UIF QSPDFEVSF PVUMJOFE JO <ƍƏƐ> UIF EJĈVTF SFĔFDUBODF BOE UPUBM USBOTNJUUBODF PG
B TMBC PG B TDBUUFSJOHNFEJVNPG UIJDLOFTT d = 0.02DNXJUI PQUJDBM QSPQFSUJFTµa = 10DN−1
µs = 90DN−1 BOE BOJTPUSPQZ GBDUPS g = 0.75 BSF DBMDVMBUFE JO SFTQPOTF UP B DPIFSFOU QFO
DJM CFBN QFSQFOEJDVMBSMZ JODJEFOU PO UIF MPXFS TVSGBDF 5FO TJNVMBUJPOT PG 50,000 QIPUPO
QBDLFUT BSF QFSGPSNFE BOE UIF BWFSBHF WBMVFT PG UIF BGPSFNFOUJPOFE QBSBNFUFST BSF DBMDV
MBUFE BMPOHTJEF TUBOEBSE FSSPS
*O UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN UIF TJNVMBUJPO EPNBJO JT PG MJNJUFE CVU TVJUBCMF TQBUJBM FYUFOU
JO UIF xy QMBOF FH 0.5N ăF UFUSBIFESBM HFPNFUSZ JT DPOTUSVDUFE VTJOH B QPJOU DMPVE
DPOTJTUJOH PG ƍƌ Y ƍƌ Y Ǝ QPJOUT JO UIF x, y, BOE z EJSFDUJPOT SFTQFDUJWFMZ ăF SFĔFDUBODF BOE
USBOTNJUUBODF BSF DBMDVMBUFE CZ TVNNJOH UIF XFJHIU PG BMM PG UIF QIPUPO QBDLFUT FTDBQJOH
UIF TJNVMBUJPO EPNBJO PO UIF BQQSPQSJBUF TVSGBDFT 5BCMF Əƍ EFNPOTUSBUFT UIF SFTVMUT PG UIF
QSPDFTT BHBJOTU PUIFS NPEFMT BT QSPWJEFE JO <ƍƏƐ>
ăF TJNVMBUJPO QSPHSBN EFNPOTUSBUFT B 0.01% FSSPSƏ JO UIF EJĈVTF SFĔFDUBODF BOE B
Ə"MM FSSPST QSFTFOUFE XJUI SFTQFDU UP UIF EBUB PG WBO EF )VMTU
ƏƐ 3FTVMUT ƒƎ
4PVSDF Rd "WFSBHF Rd &SSPS Tt "WFSBHF Tt &SSPS
WBO EF )VMTU ƍƕƔƌ ƌƌƕƓƏƕ ƌƒƒƌƕƒ
$PEF VOEFS EFWFMPQNFOU ƌƌƕƓƐƌ ƌƌƌƌƎƑ ƌƒƒƌƓƌ ƌƌƌƌƏƏ
.$.- ƌƌƕƓƏƐ ƌƌƌƌƏƑ ƌƒƒƌƕƒ ƌƌƌƌƎƌ
1SBIM FU BM ƍƕƔƕ ƌƌƕƓƍƍ ƌƌƌƌƏƏ ƌƒƒƍƑƕ ƌƌƌƌƐƕ
5BCMF Əƍ $PNQBSJTPO PG UIF EJĈVTF SFĔFDUBODF BOE UPUBM USBOTNJUUBODF PG B UIJO TMBC XJUI
NBUDIFE CPVOEBSZ QSFEJDUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BHBJOTU B EJĈVTJPO NPEFM BOE BMUFS
OBUJWF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO DPEFT
−0.39% FSSPS JO UIF UPUBM USBOTNJUUBODF ăF TUBOEBSE FSSPS MBZT XJUIJO UIF CPVOET EFđOFE
CZ UIF PUIFS TJNVMBUJPO QSPHSBNT ăF PVUQVU PG UIF QSPHSBN IBT CFFO UFTUFE UP CF JOTFOTJ
UJWF UP UIF DPNQMFYJUZ PG UIF UFUSBIFESBM HFPNFUSZ 	FH JODSFBTFT JO UIF OVNCFS PG FMFNFOUT
JO BOZ BYJT
 *ODSFBTJOH UIF OVNCFS PG BWFSBHFT UP Ƒƌ HFOFSBUFT BO Rd = 0.0973 	−0.092%

BOE Tt = 0.6609 	−0.0091%
 XJUI DPOTJTUFOU TUBOEBSE FSSPST ăJT WBMJEBUJPO FYQFSJNFOU
TVQQPSUT UIF DPSSFDU PQFSBUJPO PG MJHIU USBOTQPSU SPVUJOFT PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
%FQUI 3FTPMWFE *OUFSOBM 'MVFODF PG BăJO 4MBC 	"E)PD 7PYFMJTBUJPO

0ODF BHBJO GPMMPXJOH UIF QSPDFEVSF PG <ƍƏƐ> UIF JOUFSOBM ĔVFODF JT SFDPSEFE BT B GVOD
UJPO PG EFQUI UISPVHI B TFNJJOđOUF TMBC PG B TDBUUFSJOH NFEJVN XJUI PQUJDBM QSPQFSUJFT
µa = 0.1DN−1 µs = 100DN−1 BOE BOJTPUSPQZ GBDUPS g = 0.9 ăF QIPUPO QBDLFU BC
TPSQUJPO EFQPTJUJPO JT SFDPSEFE JO UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN VTJOH POF EJNFOTJPOBM BSSBZ PG
Ǝƌƌ IVOESFE FMFNFOUT TQBOOJOH B 10NN EFQUI PG UIF NFEJVN BOE DPOWFSUFE UP ĔVFODF
UISPVHI EJWJTJPO CZ UIF IPNPHFOFPVT BCTPSQUJPO DPFċDJFOU %JĈVTJPO UIFPSZ TVHHFTUT UIBU
BU B EFQUI JO UIF NFEJVN PG HSFBUFS UIBO UIF FĈFDUJWF USBOTQPSU DPFċDJFOU
µFĈ =
1?
3µa(µs +µs (1− g ))
≈ 5.7NN 	ƏƐƐ

ĔVFODF XJMM EFDBZ FYQPOFOUJBMMZ BDDPSEJOH UP
φ(z) =φ0 exp(−z/D) 	ƏƐƑ

XIFSFφ0 JT UIF JODJEFOU JSSBEJBODF BOE z UIF EFQUI XJUIJO UIF NFEJVN
'JHVSF ƏƏ DPNQBSFT UIF PVUQVU PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN XJUI UIBU PG $6%".$.-
<Ɛ> XIJDI JOEFQFOEFOUMZ WBMJEBUFT BHBJOTU PUIFS.POUF$BSMP DPEFT JODMVEJOH.$.-"O
FYQPOFOUJBM đU BDDPSEJOH UP UIF QSFTFOUFE UIFPSZ JT BMTP PWFSMBJE PO UIF HSBQI VTJOH UIF WBMVF
PGµFĈ QSFWJPVTMZ DBMDVMBUFE ăF FYQPOFOUJBM đU UP EJĈVTJPO UIFPSZ JT GPVOE UP CF BDDVSBUF
BU EJTUBODFT DPOTJEFSBCMZ NPSF TIBMMPX UIBO UIF QFOFUSBUJPO EFQUI PG UIF TFNJJOđOJUF TMBC
"T IJHIMJHIUFE CZ8BOH UIF DVSWFT JOUFSTFDU BU BSPVOE B TJOHMF USBOTQPSUNFBO GSFF QBUI JOUP
UIF NFEJVN 	1/(µa +µ′s )≈ 1NN
 #FZPOE UIJT EJTUBODF UIF UXP .POUF$BSMP DPEFT BOE
UIF FYQPOFOUJBM đU BSF JO FYDFMMFOU BHSFFNFOU
ƏƐ 3FTVMUT ƒƏ
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 $PEF VOEFS EFWFMPQNFOU
 $6%".$.-
 &YQPOFOUJBM 'JU
'JHVSF ƏƏ $PNQBSJTPO PG UIF EFQUI SFTPMWFE VOJUMFTT ĔVFODF JO B TFNJJOđOJUF NFEJVN BT
DPNQVUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BHBJOTU UIBU DPNQVUFE CZ$6%".$.- JO BEEJUJPO
UP BO FYQPOFOUJBM đU BDDPSEJOH UP EJĈVTJPO UIFPSZ
-BZFS n µ′s <ƍDN> µa <ƍDN> %FQUI <DN>
ƍ ƍ ƍƎ ƌƍ ƌƑ
Ǝ ƍ ƍƍ ƌƏ ƌƎ
Ə ƍ ƍƏ ƌƎ ƌƎ
5BCMF ƏƎ 0QUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF NVMUJMBZFSFE TMBC HFPNFUSZ FNQMPZFE JO UIF TJNVMBUJPO
PG đHVSF ƏƐ
3FĔFDUBODF PG B.VMUJ-BZFS 4MBC
*O NPSF SFDFOU XPSL -JFNFSU BOE ,JFOMF <ƔƏ ƔƐ> EFSJWF B EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO GPS BO
/MBZFSFE DZMJOESJDBM TMBC XJUI JTPUSPQJD TDBUUFSJOH 4PĕXBSF JT QSPWJEFE CZ UIF BVUIPS UP
OVNFSJDBMMZ TPMWF UIJT FRVBUJPO GPS BO BSCJUSBSZ OVNCFS PG MBZFST XJUI EJĈFSJOH PQUJDBM QSPQ
FSUJFT 8F FNQMPZ UIJT TPĕXBSF BOE BOPUIFS.POUF$BSMPNPEFM UP WBMJEBUF UIF TJNVMBUJPO
DPEF JO UIF DBTF PG NVMUJMBZFSFE TMBC HFPNFUSZ XJUI JOEFYNBUDIFE MBZFST " NVMUJMBZFSFE
TMBC JT DPODFJWFE XJUI UIF PQUJDBM QSPQFSUJFT HJWFO JO UBCMF ƏƎ
ăF /MBZFSFE EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO JT DPOđHVSFE UP DBMDVMBUF UIF SFĔFDUBODF GPS B
DZMJOEFS PG SBEJVT 100NN UPNJOJNJTF BOZ CPVOEBSZ FĈFDUT XIFO DPNQBSJOH UIF SFTVMU XJUI
B TFNJJOđOJUF NVMUJMBZFSFE TMBC ăF QSPHSBN JT DPOđHVSFE UP SFQPSU UIF SFĔFDUBODF PWFS B
0.1NN HSJE GSPN UIF DFOUFS PG UIF DZMJOEFS FYUFOEJOH PVUXBSET PWFS Əƌƌ HSJE QPJOUT
ăF TJNVMBUJPO QSPHSBN XBT DPOđHVSFE CZ NFTIJOH B NVMUJMBZFSFE TMBC PG XJEUI BOE
EFQUI ƍƌDN BOE BQQSPQSJBUF IFJHIU BDDPSEJOH UP UBCMF ƏƎ " UPUBM PG 107 QIPUPOT XFSF
ƏƐ 3FTVMUT ƒƐ
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 $PEF VOEFS EFWFMPQNFOU
 .$.-
 .VMUJMBZFS %JĈVTJPO
'JHVSF ƏƐ 1MPU PG UIF SBEJBMMZ SFTPMWFE SFĔFDUBODF GSPN BNVMUJMBZFSFE TMBC BT DBMDVMBUFE CZ
UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN.$.- BOE B EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
MBVODIFE BU UIF DFOUSF PG UIF TMBC BOE UIF QSPHSBN SFDPSEFE BMM QIPUPOT FYJUJOH UIF TMBC 5P
NJOJNJTF WBSJBODF UIF SFĔFDUBODF PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN PVUQVU XBT DBMDVMBUFE CZ JOUF
HSBUJOH UIF PVUQVU ĔVY BSPVOE UIJO DPODFOUSJD SJOHT XJUI SBEJJ DFOUSFE PO UIF EFTJSFE QPJOU
ăJT XBT QFSGPSNFE JO QPTUQSPDFTTJOH XIFSF BQQSPQSJBUF TDBMJOH XBT QFSGPSNFE UP QSPWJEF
SFĔFDUBODF JO VOJUT PG <8N¢Ǝ> 'PS GVSUIFS WBMJEBUJPO DMPTF UP UIF TPVSDF UIF .$.- QSP
HSBNXBT DPOđHVSFE UP TJNVMBUF UIF TBNF PQUJDBM DPOđHVSBUJPO JO B TFNJJOđOJUFNVMUJMBZFS
TMBC ăF TBNF OVNCFS PG QIPUPOT XFSF VTFE BT XJUI UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN .$.- BV
UPNBUJDBMMZ SFQPSUT UIF SFĔFDUBODF JO JUT PVUQVU đMF UIJT XBT TDBMFE UP UIF TBNF VOJUT BT QSP
EVDFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN 'JHVSF ƏƐ JMMVTUSBUFT UIF SFTVMUT PG UIF TJNVMBUJPO QSPDF
EVSF #PUI .POUF$BSMP NPEFMT BHSFF FYDFMMFOUMZ PWFS UIF FOUJSF SBEJBM SBOHF DPOTJEFSFE
#FZPOE DJSDB 16NN TUBUJTUJDBM OPJTF JT FWJEFOU JO UIFTF DVSWFT PXJOH UP UIF SFEVDFE OVNCFS
PG QIPUPO QBDLFUT CJOOFE BU MBSHFS EJTUBODFT GSPN UIF TPVSDF ăF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
XPVME OPU CF FYQFDUFE UP CF BDDVSBUF DMPTF UP UIF TPVSDF MPDBUJPO BOE UIJT JT JOEFFE OPUFE
"T UIF SBEJBM EJTUBODF JODSFBTFT UIF BQQSPYJNBUJPO UFOET UPXBSET UIF .POUF$BSMP DVSWFT
ăJT SFTVMU TVQQPSUT UIF DPSSFDU PQFSBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
3FĔFDUBODF PG B 4ZTUFN PG $PODFOUSJD 4IFMMT
4JLPSB FU BM QSFTFOU B TPMVUJPO UP UIF EJĈVTJPO FRVBUJPO GPS UIF DBTF PG B TFSJFT PG DPODFO
USJD TIFMMT XJUI IFUFSPHFOFPVT PQUJDBM QSPQFSUJFT <ƍƎƒ> 5P EFNPOTUSBUF UIF GVODUJPOJOH PG
UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN XJUI B NPSF DPNQMFY HFPNFUSZ XF IFSF SFQSPEVDF đHVSFT GPVS BOE
đWF PG UIFJS XPSL ăFTF HSBQIT EFNPOTUSBUF UIF JOUFOTJUZ PO UIF TVSGBDF PG UIF PVUFS TIFMM
BHBJOTU UIF BOHMF GSPN UIF TPVSDF PG JMMVNJOBUJPO GPS UXP EJĈFSFOU DPOđHVSBUJPOT PG PQUJDBM
ƏƐ 3FTVMUT ƒƑ
4IFMM $BTF ƍµa $BTF ƍµ′s $BTF Ǝµa $BTF Ǝµ
′
s
0VUFS ƌƌƌƑ ƍ ƌƌƌƑ ƍ
.JEEMF ƌƌƌƑ ƍ ƌƌƌƑ ƌƓƑ
*OOFS ƌƌƍ ƍƑ ƌƌƍ ƍƑ
5BCMF ƏƏ 0QUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF DPDFOUSJD TIFMMT <NN¢ƍ> FNQMPZFE JO UIF TJNVMBUJPO PG
đHVSFT Əƒ BOE ƏƓ
'JHVSF ƏƑ .FTI FNQMPZFE JO UIF TJNVMBUJPO PG đHVSFT Əƒ BOE ƏƓ GPS UIF TFSJFT PG DPODFOUSJD
TIFMMT
QSPQFSUJFT BT HJWFO JO UBCMF ƏƏ ăFNFTI GPS UIF DPODFOUSJD TIFMMT PG SBEJJ 20,15 BOE 10NN
XBT CVJMU VTJOH $0.40-.VMUJQIZTJDT BOE JT EJTQMBZFE JO đHVSF ƏƑ ăF TJNVMBUJPOT XFSF
QFSGPSNFE XJUI 107 QIPUPOT MBVODIFE JOXBSET OPSNBM UP UIF FYUFSOBM TVSGBDF PG UIF TQIFSF
ăF BOBMZUJDBM TPMVUJPOT DPNQVUFE VTJOH B .BUIFNBUJDB TDSJQU QSPWJEFE CZ BO BVUIPS PG UIF
DJUFE XPSL 7BSJBODF JO UIF .POUF$BSMP SFTVMUT XBT SFEVDFE CZ JOUFHSBUJOH UIF PVUQVU PWFS
CBOET BSPVOE UIF TQIFSF BU FBDI PG UIF DBMDVMBUJPO QPJOUT CFGPSF BQQSPQSJBUF TDBMJOH UPNBUDI
UIF PVUQVU PG UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO ăF SFTVMUT PG UIF UXP DBTFT BSF TIPXO JO đHVSFT Əƒ BOE
ƏƓ
ăF BNQMJUVEF JO FBDI DBTF IBT CFFO OPSNBMJTFE UP UIF WBMVF PG UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO BU
BO BOHMF PG π/2 SBEJBOT GSPN UIF TPVSDF MPDBUJPO *O CPUI DBTFT JU DBO CF TFFO UIBU FYDFMMFOU
BHSFFNFOU JT GPVOE BU BO BOHMF GSPN UIF TPVSDF FYDFFEJOHπ/4 SBEJBOT 8IJMTU UIF EJĈVTJPO
BQQSPYJNBUJPO JT OPU FYQFDUFE UP QSPWJEF DPNQMFUF BHSFFNFOU XJUI UIF SBEJBUJWF USBOTGFS
FRVBUJPO 	BT BQQSPYJNBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
 OFBS UIF TPVSDF UIJT JT FYBDFSCBUFE
JO UIJT DBTF BT UIF TPVSDF JO UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO JT JO GBDU B (BVTTJBO CFBN SBUIFS UIBO B
ƏƐ 3FTVMUT ƒƒ
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'JHVSF Əƒ 1MPU PG ĔVY PO UIF PVUFS TVSGBDF PG UIF DPODFOUSJD TQIFSFT WT BOHMF GSPN UIF
JMMVNJOBUJPO TPVSDF GPS UIF QBSBNFUFST PG DBTF POF PG UBCMF ƏƏ
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 $PEF VOEFS EFWFMPQNFOU
 %JĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
'JHVSF ƏƓ 1MPU PG ĔVY PO UIF PVUFS TVSGBDF PG UIF DPODFOUSJD TQIFSFT WT BOHMF GSPN UIF
JMMVNJOBUJPO TPVSDF GPS UIF QBSBNFUFST PG DBTF UXP PG UBCMF ƏƏ
ƏƐ 3FTVMUT ƒƓ
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 $PEF VOEFS EFWFMPQNFOU
 %JĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
'JHVSF ƏƔ 5FNQPSBMMZ SFTPMWFE SFĔFDUBODF 	VQQFS DVSWF
 BOE USBOTNJUUBODF 	MPXFS DVSWF

GPS B TMBC PG PQUJDBM QSPQFSUJFT HJWFO JO UIF UFYU SFTPMWFE BU B SBEJBM EJTUBODF r = 30NN GSPN
UIF TPVSDF
QFODJM CFBN ăF BHSFFNFOU JO UIF OBUVSF BOE EJĈFSFODFT JO UIF DVSWFT BU MBSHF BOHMFT GSPN
UIF EJĈFSJOH TPVSDF QSPWJEFT SFBTPOBCMF DPOđEFODF JO UIF QSPQFS PQFSBUJPO PG MJHIU USBOTQPSU
BMHPSJUINT BOE HFPNFUSZ IBOEMJOH PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
5FNQPSBM 1PJOU 4QSFBE 'VODUJPOT GPS 4FNJ*OđOJUF 4MBCT
$POUJOJ FU BM QSPWJEF TPMVUJPOT GPS WBSJPVT NFBTVSFT PG UIF PQUJDBM SFTQPOTF PG TFNJJOđOJUF
TMBCT VOEFS UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO <ƏƎ> ăFTF TPMVUJPOT JODMVEF UIF UFNQPSBMMZ BOE
TQBUJBMMZ SFTPMWFE SFĔFDUBODF BOE USBOTNJUUBODF PG UIF TMBCT UP JOTUBOUBOFPVT BOE DPOUJOVPVT
XBWF JMMVNJOBUJPO GSPNB DPIFSFOU QFODJMCFBN 5PEFNPOTUSBUF UIBU UIF DPSSFDU PQUJDBM QBUI
MFOHUIT BSF CFJOH UBLFO CZ UIF TJNVMBUFE QIPUPO QBDLFUT BOE UIBU UIF DPSSFDU BCTPSQUJPO JT
CFJOH BQQMJFE XF SFQSPEVDF UXP đHVSFT GSPN B TVCTFRVFOU QBQFS JO XIJDI .BSUFMMJ FU BM
DPNQBSF UIFJS BOBMZUJDBM SFTVMUT XJUI.POUF$BSMPNPEFMT <ƕƏ> *O UIF đSTU DBTF DPSSFTQPOE
JOH UP đHVSF UXP PG <ƕƏ> XF FYBNJOF UIF UJNFSFTPMWFE SFĔFDUBODF BOE USBOTNJUUBODF PG B
TMBC PG UIJDLOFTT 40NN µ′s = 0.75NN
−1 SFGSBDUJWF JOEFY n2 = 1.4 BOE SFMBUJWF SFGSBDUJWF
JOEFY UP UIF CBDLHSPVOE NFEJVN PG n = 1.33 ăF WBMVFT BSF SFTPMWFE BU B SBEJBM EJTUBODF
ρ = 30NN GSPN UIF TPVSDF QPTJUJPO ăF SFTVMUT BSF QSFTFOUFE JO đHVSF ƏƔ &BDI DVSWF
EFNPOTUSBUFT FYDFMMFOU BHSFFNFOU XJUI UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO BT XPVME CF FYQFDUFE JO B
SFHJPO GBS GSPN UIF TPVSDF 4UBUJTUJDBM OPJTF JT TFFO JO UIF .POUF$BSMP EBUB PXJOH UP UIF
MJNJUFE OVNCFS PG QIPUPOT SFTPMWFE BU UIJT SBEJBM EJTUBODF
ƏƐ 3FTVMUT ƒƔ
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 $PEF VOEFS EFWFMPQNFOU
 %JĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
'JHVSF Əƕ 5FNQPSBMMZ SFTPMWFE UPUBM USBOTNJUUBODF GPS B TMBC PG PQUJDBM QSPQFSUJFT HJWFO JO
UIF UFYU XJUI SFMBUJWF SFGSBDUJWF JOEFY PG n = 1.4 	VQQFS DVSWF
 BOE n = 1 	MPXFS DVSWF

*O UIF TFDPOE DBTF DPSSFTQPOEJOH UP đHVSF UISFF PG <ƕƏ> XF DPOTJEFS UIF UPUBM UJNF
SFTPMWFE USBOTNJUUBODF GPS UIF TBNF TMBC UIPVHI UIJT UJNF XJUI µ′s = 0.5NN
−1 SFGSBDUJWF
JOEFY n2 = 1.4 BOE SFMBUJWF SFGSBDUJWF JOEJDFT PG n = 1.4 BOE n = 1 ăF SFTVMUT BSF QSFTFOUFE
JO đHVSF Əƕ *O UIJT DBTF FYDFMMFOU BHSFFNFOU JT GPVOE GPS UIF DBTF PG NBUDIFE SFGSBDUJWF
JOEFY UIPVHI JO UIF DBTF PG n = 1.4 UIF TJNVMBUJPO BQQFBST UP VOEFSSFQPSU UIF ĔVFODF BU
MBSHF UJNF JOUFSWBMT 8F OPUF UIBU UIF TBNF EJTDSFQBODZ JT BMTP TFFO JO UIF PSJHJOBM XPSL
BOE BT TVDI XF DPOTJEFS UIJT UP CF B DPOTFRVFODF PG UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO SBUIFS UIBO
BO FSSPS JO UIF .POUF$BSMP DPEF ăF đHVSFT QSFTFOUFE JO UIJT TFDUJPO TVQQPSU UIF DPSSFDU
PQFSBUJPO PG UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN
ƏƐƎ 7BMJEBUJPO BDPVTUPPQUJDBM
7BMJEBUJOH UIF QIBTF BDDSVBM BMHPSJUINQSFTFOUT B HSFBUFS DIBMMFOHF UIBO UIF PQUJDBM DBTF TJODF
GFXFS BOBMZUJDBM GPSNVMBUJPOT BSF BWBJMBCMF 'VSUIFSNPSF UIPTF XIJDI BSF QSFTFOUFE JO UIF
MJUFSBUVSF UZQJDBMMZ FNQMPZ DPOTJEFSBCMF BQQSPYJNBUJPOT PS BSF MJNJUFE UP TJNQMF HFPNFUSJFT
5XP TFUT PG BOBMZUJDBM SFTVMUT BSF FNQMPZFE JO UIJT XPSL
1MBOF8BWF "DPVTUP0QUJDT
4BLBEßJʂ BOE 8BOH QSFTFOU BO BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS UIF NPEVMBUJPO EFQUI EFWFMPQFE EVS
JOH DPIFSFOU JMMVNJOBUJPO PG B TFNJJOđOJUF TMBC JOTPOJđFE CZ QMBOFXBWF VMUSBTPVOE <ƍƍƐ>
"T QBSU PG UIJT XPSL B TFU PG đHVSFT JT QSFTFOUFE DPNQBSJOH UIFJS BOBMZUJDBM TPMVUJPO XJUI B
.POUF$BSMP NPEFM XIJDI UIFZ IBWF EFWFMPQFE ăFTF đHVSFT DPNQBSF UIF FYQFDUFE NPE
ƏƐ 3FTVMUT ƒƕ


0 5 · 10−2 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
10−5
10−4
10−3
10−2
10−1
100
µa 	DN−1

.
PE
VM
BUJ
PO
%
FQ
UI
ƍ
G
1	
ƌƑ
T a


 "  ƍƓƌON fa  ƍƌ.)[
 "  ƌƍƌON fa  ƍƌ.)[
 "  ƌƌƍON fa  ƍ.)[
'JHVSF Əƍƌ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċDJFOUµa
VMBUJPO EFQUI BHBJOTU UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċDJFOU BDPVTUJD GSFRVFODZ BDPVTUJD BN
QMJUVEF BOE PQUJDBM TDBUUFSJOH DPFċDJFOU ăF CBTFMJOF PQUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF TMBC BSF
va = 1480 <N T¢ƍ> η = 0.3211 n0 = 1.33 L = 2 <DN> µs = 20 <DN¢ƍ> µa = 0 BOE
g = 0 'JHVSFT Əƍƌ UISPVHI ƏƍƏ DPNQBSF UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO XJUI UIF SFTVMUT DBMDVMBUFE
CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN (JWFO UIF DPOTJEFSBCMF BQQSPYJNBUJPOT NBEF JO UIF BOBMZUJDBM
EFWFMPQNFOU FYDFMMFOU BHSFFNFOU JT TFFO CFUXFFO UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO BOE UIF PVUQVU PG
UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN *O đHVSF Əƍƍ XF PCTFSWF UIBU UIF NPEVMBUJPO EFQUI JODSFBTFT XJUI
BDPVTUJD GSFRVFODZ EVF UP JODSFBTFE BDPVTUPPQUJD UBHHJOH FċDJFODZ *O UZQJDBM CJPMPHJDBM
NFEJB XF XPVME FYQFDU JODSFBTJOH BDPVTUJD BUUFOVBUJPO XJUI GSFRVFODZ UP BDU DPOUSBSZ UP
UIJT USFOE UIJT JT OPU NPEFMMFE JO UIF QSFTFOU FYBNQMF
1BSUJBMMZ *OTPOJđFE.FEJVN
"O BMUFSOBUJWF BOBMZUJDBM GPSNVMBUJPO JT EFSJWFE CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH CBTFE VQPO BQQMJ
DBUJPO PG UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO UP B DPSSFMBUJPO USBOTGFS FRVBUJPO <ƍƍƔ> *O UIJT XPSL
UIF DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO FRVBUJPO JT TPMWFE CZ B đOJUF EJĈFSFODF UFDIOJRVF GPS B TFNJJOđOJUF
TMBC HFPNFUSZ DPOUBJOJOH B DZMJOEFS PG QMBOFXBWF VMUSBTPVOE 8F XJMM FYQMPSF TVDI NPEFMT
GVSUIFS JO DIBQUFS Ɛ
)FSF XF SFDSFBUF UIJT TJNVMBUJPO JO B DVCPJE NFTI PG XJEUI x = 20NN ăF EFQUI BOE
IFJHIU PG UIF NFTI 	y = 100NN z = 40NN
 BSF DIPTFO UP NJOJNJTF CPVOEBSZ FĈFDUT
" DZMJOEFS PG VMUSBTPVOE JT DSFBUFE PG SBEJVT 3.175NN 107 QIPUPO QBDLFUT XFSF MBVODIFE
JOUP UIF EPNBJO BU x = 0 y = 10NN BOE BMMPXFE UP QSPQBHBUF VOUJM UIFZ XFSF DPNQMFUFMZ
ƏƐ 3FTVMUT Ɠƌ
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'JHVSF Əƍƍ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ fa


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'JHVSF ƏƍƎ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF BDPVTUJD EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEFA
ƏƐ 3FTVMUT Ɠƍ
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'JHVSF ƏƍƏ "DPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO EFQUI DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN WT BO
BOBMZUJDBM TPMVUJPO GPS DIBOHFT JO UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµs
BCTPSCFE JOUP UIF NFEJVN PS FYJUFE UIF EPNBJO WJB POF PG UIF CPVOEBSJFT ăF TJNVMBUJPO
QSPHSBN SFDPSEFE UIF JOUFSOBM ĔVFODF EJTUSJCVUJPO PO FBDI OPEF UISPVHIPVU UIFNFEJVN BU
UIF JOQVU PQUJDBM GSFRVFODZΦ0(r) BOE BU UIF đSTU TIJĕFE TJEFCBOEΦ1(r) ăF JOUFSOBM đSTU
TJEFCBOE NPEVMBUJPO EFQUI XBT DBMDVMBUFE BT .%1 = Φ1(r)/Φ0(r) QSJPS UP JOUFSQPMBUJPO
UP B SFHVMBS HSJE VTJOH TUBOEBSE ."5-"# GVODUJPOT
'JHVSF ƏƍƐ QMPUT UIF JOUFSOBM đSTU TJEFCBOE NPEVMBUJPO EFQUI .%1 JOTJEF UIF TMBC JO
UIF QMBOF PG UIF TPVSDF 'JHVSF ƏƍƑ DPNQBSFT UIF .$ TJNVMBUJPO UP UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO
BMPOH UIF USBOTNJTTJPO BOE SFĔFDUJPO QMBOFT PG UIF TMBC
#PUI đHVSFT EFNPOTUSBUF B NJOJNVN JO UIF SFDPSEFE .%1 DMPTF UP UIF TPVSDF SFHJPO
XIFSF UIF MBSHF VONPEVMBUFE JOUFOTJUZ JT EPNJOBOU *O đHVSF ƏƍƑ XF OPUF DPOTJEFSBCMF
EJTBHSFFNFOU CFUXFFO UIF .$ BOE BOBMZUJDBM NPEFMT JO UIF TBNF SFHJPO ăJT EJTDSFQBODZ
PDDVST CFDBVTF UIF BOBMZUJDBM NPEFM FNQMPZJOH UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO SFRVJSFT UIF BQ
QSPYJNBUJPO PG B DPMMJNBUFE TPVSDF JODJEFOU PO UIF NFEJVN XJUI B QPJOU TPVSDF JOUFSOBM UP
UIFNFEJVN UIBU JT UP TBZ UIBU XF FYQFDU UIF BOBMZUJDBM TPMVUJPO UP CF JOWBMJE JO UIFTF SFHJPOT
$MPTF UP UIF VMUSBTPVOE MPDBUJPO UIF PQUJDBM đFME JT QSJODJQBMMZ EJĈVTF (JWFO UIBU UIF
VMUSBTPVOE DPMVNO IBT DPOTUBOU JOUFOTJUZ PWFS JUT FYUFOU NPEVMBUFE MJHIU SBEJBUFT PVUXBSET
GSPN UIJT AWJSUVBM TPVSDF JO B SFMBUJWFMZ VOJGPSN NBOOFS 	DPOUSBTUFE XJUI UIF FYQPOFOUJBMMZ
EFDBZJOH VONPEVMBUFE TPVSDF JODJEFOU PO UIF CPVOEBSZ
 ăF.%1 BT UIF SBUJP PG UIF BGPSF
NFOUJPOFE RVBOUJUJFT JT UIVT GPVOE UP CF NBYJNJTFE JO UIPTF BSFBT DMPTFTU UP UIF WJSUVBM
TPVSDF XIFSF UIF VONPEVMBUFE ĔVY JT TNBMMFTU UIJT FĈFDU JT NBOJGFTU BT B TIBEPX PG IJHI
.%1 FNBOBUJOH GSPN UIF VMUSBTPVOE DPMVNO EJSFDUFE BXBZ GSPN UIF VONPEVMBUFE TPVSDF
QPTJUJPO
ƏƐ 3FTVMUT ƓƎ
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'JHVSF ƏƍƐ 'JSTU IBSNPOJD JOUFSOBMNPEVMBUJPO EFQUI GPS B DVU UISPVHI UIF TMBC JO UIF QMBOF
PG UIF TPVSDF ăF TPVSDF JT JODJEFOU OPSNBM UP UIF TMBC TVSGBDF BU x = 0NN y = 10NN ăF
UIF DPMVNO PG VMUSBTPVOE JT DFOUSFE BU x = 10NN y = 0NN BT JOEJDBUFE CZ UIF XIJUF
DJSDMF
0WFSBMM FYDFMMFOU BHSFFNFOU JT GPVOE PWFS UIF SFHJPO JO XIJDI UIF EJĈVTJPO BQQSPYJ
NBUJPO JT WBMJE ăF .$ SFTVMUT BHSFF FYDFMMFOUMZ XJUI UIPTF QSFTFOUFE JO UIF PSJHJOBM XPSL
<ƍƍƔ>
*O FBDI PG UIF TJNVMBUJPOT QFSGPSNFE GPS UIF WBMJEBUJPO QSPDFEVSF UIF FYQMJDJU BDPVTUJD JO
UFHSBUJPO UFDIOJRVF XBT FNQMPZFE TJODF UIJT JT FYBDU JO UIF DBTF PG QMBOFXBWF JOTPOJđDBUJPO
6TF PG UIF OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO NFUIPE XJUI TJY QPJOUT QFS XBWFMFOHUI QSPEVDFE SFTVMUT
XIJDI EJĈFSFE OFHMJHJCMZ GPS UIJT QBSUJDVMBS TFU PG BDPVTUJD BOE PQUJDBM QSPQFSUJFT
ƏƐƏ 1FSGPSNBODF
5P JMMVTUSBUF UIF QFSGPSNBODF PG UIF TJNVMBUJPO DPEF XF DPNQBSF JUT PQUJDBM QFSGPSNBODF
BHBJOTU B SFDFOU $16 NFTICBTFE .$ NPEFM ..$. <Ɛƌ> 8F FYFDVUF UIF TJNVMBUJPO
PG UIF JOIPNPHFOFPVT TQIFSF JO B TDBUUFSJOH TMBC VTJOH UIF TBNF NFTI 	..$. .FTI Ǝ
 BT
VTFE CZ 'BOH XIP SFQPSUT B TQFFE PG Ƒƒ QIPUPO QBDLFUT QFSNJMMJTFDPOE 	QQNT
 GPS B TJOHMF
UISFBE TDBMJOH UP ƎƍƎ QQNT XIFO FYFDVUFE PWFS GPVS UISFBET 0VS (16 JNQMFNFOUBUJPO
QSPDFTTFT ƏƕƔ QQNT XIJMTU FYFDVUJOH PO B TJOHMF O7JEJB (59 ƎƑƌ HSBQIJDT DBSE
ƏƐ 3FTVMUT ƓƏ

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'JHVSF ƏƍƑ 'JSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI FWBMVBUFE BMPOH UIF SFĔFDUJPO 	x = 0NN
MPXFS DVSWF
 BOE USBOTNJTTJPO 	x = 20NN VQQFS DVSWF
 TVSGBDFT PG UIF TMBC JO UIF QMBOF PG
UIF TPVSDF BT DBMDVMBUFE CZ UIF TJNVMBUJPO QSPHSBN BOE UIF DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO FRVBUJPO
&YDFMMFOU BHSFFNFOU JT TFFO XJUI UIF EJĈVTJPO FRVBUJPO BXBZ GSPN UIF TPVSDF MPDBUJPO JO UIF
SFĔFDUJPO TVSGBDF 	x = 0 y = 10NN

ăF (16 JNQMFNFOUBUJPO FYFDVUFT BU BMNPTU FJHIU UJNFT UIF TQFFE PG UIF TJOHMF DPSF
$16 JNQMFNFOUBUJPO PS BMNPTU UXJDF UIBU PG UIF GPVSDPSF QBSBMMFM JNQMFNFOUBUJPO PG 'BOH
ăF(16 JNQMFNFOUBUJPONBZ CF FYFDVUFE PO B TFSWFS JODPSQPSBUJOHNVMUJQMF (16T XIFSF
QFSGPSNBODF XJMM TDBMF MJOFBSMZ BDDPSEJOH UP UIF OVNCFS PG EFWJDFT BWBJMBCMF 8IJMTU DBMDVMB
UJPO PG UIF "0 QIBTF TIJĕT XBT EJTBCMFE BU SVOUJNF UIF PWFSIFBE PG WBSJBCMF EFđOJUJPOT
BU DPNQJMF UJNF TUJMM IBT DPOTJEFSBCMF QFSGPSNBODF JNQMJDBUJPOT PXJOH UP UIF OVNCFS PG
UISFBET XIJDI NBZ FYFDVUF TJNVMUBOFPVTMZ 3FNPWBM PG UIF "0 BTQFDUT PG UIF TJNVMBUJPO
DPEF TIPVME CF FYQFDUFE UP TJHOJđDBOUMZ JNQSPWF QFSGPSNBODF JG POMZ BO PQUJDBM TJNVMBUJPO
JT SFRVJSFE
7FSZ MJUUMF EBUB IBT CFFO QVCMJTIFE XJUI XIJDI UP DPNQBSF UIF QFSGPSNBODF PG UIF DPEF
JO UIF "0 DBTF 8F SFDFOUMZ QSFTFOUFE UIF SFTVMUT PG B (16 CBTFE TMBC HFPNFUSZ QMBOFXBWF
"0 DPEF BOE DPNQBSFE UIFTF UP B $16 JNQMFNFOUBUJPO <ƓƏ> PG UIF TBNF 8F OPX DPNQBSF
UIF QFSGPSNBODF PG UIF DVSSFOU TJNVMBUJPO DPEF UP UIBU PG CPUI UIF $16 BOE (16 DPEFT
EFNPOTUSBUFE QSFWJPVTMZ
" TFNJJOđOJUF TMBC PG EFQUI 2DN 	SFQSFTFOUFE JO UIF DVSSFOU TJNVMBUJPO DPEF BT B TMBC PG
MBUFSBM FYUFOU 10DN
 XJUI PQUJDBM QSPQFSUJFT n0 = 1.33µa = 0DN−1 g = 0 η= 0.321 BOE
WBSZJOH µs JT JMMVNJOBUFE PO POF TVSGBDF BOE UIF .%1 EFUFSNJOFE HJWFO JOTPOJđDBUJPO CZ
BO QMBOFXBWF BDPVTUJD đFME PG EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEFA= 1.7ON BOE WBSZJOH GSFRVFODZ
ƏƐ
3FTVMUT
ƓƐ
µs 	DN−1
 &YFDVUJPO 4QFFE 	QIPUPO QBDLFUTNT

ƍ.)[ ƍƌ.)[
$16<ƓƏ> (16 0SJH<ƓƏ> (16 	/VN *OU
 (16 	&YQMJDJU
 (16 	/VN *OU
 (16 	&YQMJDJU

Ƒ ƕƐƏ ƍƐƐƕƎƓ 	×154
 ƎƏƎƍƑ 	×25
 ƎƑƍƍƌ 	×27
 ƓƍƔƑ 	×8
 ƎƕƐƐƏ 	×31

ƍƌ Ɛƒƌ ƍƌƏƌƕƏ 	×224
 ƍƒƒƍƓ 	×36
 ƍƕƏƎƐ 	×42
 ƒƎƌƔ 	×13
 ƍƕƍƔƒ 	×42

Ǝƌ ƎƎƑ ƑƒƔƍƔ 	×253
 ƍƌƒƎƎ 	×47
 ƍƌƕƔƌ 	×49
 ƐƕƑƍ 	×22
 ƍƌƕƎƐ 	×49

Ƒƌ ƌƔƕ ƎƑƏƐƐ 	×285
 ƐƐƑƐ 	×50
 ƐƒƓƓ 	×53
 ƏƌƏƔ 	×34
 Ɛƒƍƕ 	×52

ƍƌƌ ƌƐƐ ƔƓƑƓ 	×199
 ƎƌƔƏ 	×47
 ƎƌƒƐ 	×47
 ƍƒƏƔ 	×37
 ƍƕƑƎ 	×44

Ǝƌƌ ƌƎƎ ƎƕƍƔ 	×133
 ƔƓƍ 	×40
 Ɠƕƒ 	×36
 ƔƎƕ 	×38
 ƔƍƔ 	×37

5BCMF ƏƐ &YFDVUJPO TQFFE 	QIPUPO QBDLFUTNT
 PG BMUFSOBUJWF BDPVTUPPQUJD TJNVMBUJPO QSPHSBNT BOE DPOđHVSBUJPOT /VNCFST JO QBSFOUIFTJT EFNPOTUSBUF UIF
TQFFEVQ SFMBUJWF UP UIF $16 JNQMFNFOUBUJPO
ƏƐ 3FTVMUT ƓƑ
5BCMF ƏƐ EFUBJMT UIF TQFFE PG UIF TJNVMBUJPOT JO OVNCFST PG QIPUPO QBDLFUT QFS NJMMJTFD
POE ăF QSFWJPVTMZ SFQPSUFE TJNVMBUJPO đHVSFT BSF HJWFO JO UIF DPMVNO MBCFMFE (16 0SJH
UIF TQFFE PG UIF DVSSFOU TJNVMBUJPO JT EFTDSJCFE GPS UXP GSFRVFODJFT BOE GPS CPUI UIF OVNFS
JDBM JOUFHSBUJPO PG QIBTF PG FRVBUJPO ƏƐƍ BOE UIF FYQMJDJU JOUFHSBUJPO PG FRVBUJPO ƏƐƏ
5P VOEFSTUBOE UIF SFTVMUBOU QFSGPSNBODF EBUB XF NVTU DPOTJEFS UIF MJNJUJOH GBDUPST JO
FBDI PG UIF TJNVMBUJPO BMHPSJUINT ăF QFSGPSNBODF PG UIF PSJHJOBM $16 BOE (16 DPEFT JT
QSJNBSJMZ B GVODUJPO PG UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµs  TJODF UIJT EJDUBUFT UIF OVNCFS PG DBMDV
MBUJPOT XIJDI XJMM CF QFSGPSNFE GPS B HJWFO QIPUPO QBDLFUT TJNVMBUJPO 	BT EJTDVTTFE GVSUIFS
JO PVS FBSMJFS XPSL <ƓƏ>

ăF OFX TJNVMBUJPO DPEF SFUBJOT UIF TBNF QFSGPSNBODF EFQFOEFODZ XIJMTU JOUSPEVDJOH
UXP GVSUIFS GBDUPST XIJDI NBZ BĈFDU QFSGPSNBODF
ƍ *G UIF BWFSBHF TJ[F PG UIFNFTI EFTDSJCJOH UIF TJNVMBUJPO EPNBJO CFDPNFT TNBMMFS UIBO
UIF BWFSBHF TUFQ TJ[F PG B QIPUPOQBDLFU 	JF BU MPXWBMVFT PGµs BOEXJUI B EFOTFNFTI

QIPUPO QBDLFU TUFQT XJMM SPVUJOFMZ CF USVODBUFE BOE HFPNFUSZ JOUFSTFDUJPO UFTUT XJMM
CFHJO UP EPNJOBUF UIF QSPDFTTJOH XPSLMPBE *O UIJT SFHJPO PG PQFSBUJPO UIF QFSGPS
NBODF XJMM CF EFQFOEFOU VQPO UIF EJNFOTJPOT PG UIF NFTI
Ǝ 8IFO PQFSBUJOH JO UIF OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO NPEF B MBSHF QIPUPO QBDLFU TUFQ TJ[F
SFMBUJWF UP UIF BDPVTUJD XBWFMFOHUI XJMM SFTVMU JO B NVMUJQMF NFNPSZ SFBET BOE TFUT PG
BSJUINFUJD PQFSBUJPOT UP EFUFSNJOF UIF WBMVF PG UIF JOUFHSBM 	JF N > 1 JO FRVBUJPO
ƏƐƍ
 *O UIJT SFHJPO QFSGPSNBODF XJMM EFQFOE VQPO UIF SFMBUJWF TJ[FT PG UIF BWFSBHF
TUFQ TJ[F PG B QIPUPO QBDLFU BOE UIF BDPVTUJD XBWFMFOHUI ăJT MJNJUBUJPO EPFT OPU BG
GFDU UIF "0 FYQMJDJU JOUFHSBUJPONPEF XIJDI DVSSFOUMZ QFSGPSNT POMZ POF DBMDVMBUJPO
QFS QIPUPO QBDLFU TUFQ
ăF BGPSFNFOUJPOFE RVBMJUJFT PG UIF QFSGPSNBODF PG UIF OFX TJNVMBUJPO DPEF BSF FWJEFOU
JO UIF QFSGPSNBODF EBUB PG UBCMF ƏƐ 6OEFS JOTPOJđDBUJPO CZ VMUSBTPVOE BU B GSFRVFODZ PG
ƍ.)[ 	XIFO UIF BDPVTUJD XBWFMFOHUI JT MPOH DPNQBSFE B NFBO GSFF QBUI
 HFPNFUSZ JOUFS
TFDUJPO UFTUT 	BOE UIFJS BTTPDJBUFE NFNPSZ BDDFTT
 EPNJOBUF UIF FYFDVUJPO UJNF BOE UIF OFX
TJNVMBUJPO DPEF QFSGPSNT TJNJMBSMZ VOEFS CPUI JOUFHSBUJPO SFHJNFT
ăF JODSFBTFE ĔFYJCJMJUZ BOE BTTPDJBUFE DPNQMFYJUZ PG UIF OFX TJNVMBUJPO EFDSFBTFT UIF
QFSGPSNBODF PG UIF OFX DPEF SFMBUJWF UP UIF QSFWJPVTMZ SFQPSUFE (16 JNQMFNFOUBUJPO ăF
OFXDPEF BDIJFWFT B QFSGPSNBODF WBSZJOH CFUXFFO1/8UI BOE1/3UI PG UIF QSFWJPVTMZ SFQPSUFE
(16 DPEF BT µs JODSFBTFT UIF TQFFET PG UIF UXP (16 DPEFT BQQSPBDI POF BOPUIFS TJODF
GFXFS HFPNFUSJDBM JOUFSTFDUJPO UFTUT BSF QSPDFTTFE JO UIF OFX DPEF SFMBUJWF UP UIF UPUBM DPN
QVUBUJPOBM XPSLMPBE
6OEFS ƍƌ.)[ JOTPOJđDBUJPO UIF FYQMJDJU JOUFHSBUJPO NPEF PG UIF TJNVMBUJPO NBJOUBJOT
TJNJMBS FYFDVUJPO TQFFE UP UIBU PG ƍ.)[ JOTPOJđDBUJPO UIPVHI UIF OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO
TIPXT B TJHOJđDBOU SFMBUJWF EFHSBEBUJPO JO QFSGPSNBODF BU MPX WBMVFT PGµs 
*O BMM CVU POF PG UIF FYBNQMFT JOWFTUJHBUFE IFSF UIF OFX TJNVMBUJPO DPEF JT BU MFBTU BO
PSEFS PG NBHOJUVEF GBTUFS UIBO UIF $16 JNQMFNFOUBUJPO UIPVHI BT EJTDVTTFE QFSGPSNBODF
ƏƐ 3FTVMUT Ɠƒ
DPVME CF EFHSBEFE CZ JOUSPEVDJOH B đOFS NFTI PS JO UIF DBTF PG UIF OVNFSJDBM JOUFHSBUJPO
NPEF B IJHIFS GSFRVFODZ PG JOTPOJđDBUJPO
ƏƐƐ 4FOTJUJWJUZ .BQQJOH
*O SFDFOU XPSL (VOBEJ BOE -FVOH <ƑƎ> EFNPOTUSBUFE UIF NFBTVSFNFOU PG TQBUJBM TFOTJUJW
JUZ NBQT GPS UIF "0 TFOTJOH UFDIOJRVF *O UIJT XPSL BO PQUJDBM BCTPSCFS PG µa = 42DN−1
µs = 12DN−1 BOE EJNFOTJPOT 5×5×12NN XBT NPWFE BSPVOE B UBOL PG JOUSBMJQJE PG OFH
MJHJCMF BCTPSQUJPO BOE FRVBM TDBUUFSJOH UP UIBU PG UIF BCTPSCFS *O UIF đSTU DBTF B USBOTNJTTJPO
NPEF HFPNFUSZ XBT JOWFTUJHBUFE XJUI BO PQUJDBM TPVSDF BOE EFUFDUPS TFQBSBUFE CZ 35NN
ăF BCTPSCFS XBT NPWFE BSPVOE UIF DFOUSBM SFHJPO JO 1NN TUFQT PWFS B 25×25 HSJE JO FBDI
DBTF UIF EFUFDUFE PQUJDBM JOUFOTJUZ 	JO UIF BCTFODF PG VMUSBTPVOE
 BOE UIF "0 .%1 	JO UIF
QSFTFODF PG VMUSBTPVOE
 XFSF SFDPSEFE " SFGFSFODF NFBTVSFNFOU XBT UBLFO JO UIF BCTFODF
PG BO BCTPSCFS TVDI UIBU UIF TFOTJUJWJUZ DBO CF CF SFQSFTFOUFE BT J = (9SFG−9)/9SFG×100%
XIFSFX NBZ CF PQUJDBM JOUFOTJUZ PS "0 .%1 BOE 9SFG JT UIF DPSSFTQPOEJOH SFGFSFODF NFB
TVSFNFOU
8F UIVT SFDSFBUF UIF FYQFSJNFOU JO TJNVMBUJPO UIPVHI XF SFEVDF UIF BCTPSCFS TJ[F UP B
1× 1× 12NN DVCF UP BDIJFWF B IJHIFS TQBUJBM SFTPMVUJPO ăF MJOFBS BDPVTUJD đFME JT HFOFS
BUFE CZ EJTUSJCVUJOH NPOPQPMFT PWFS UIF TVSGBDF PG B TQIFSJDBM DBQ PG FRVBM EJNFOTJPO UP UIF
USBOTEVDFS VTFE JO QSBDUJDF BOE TVNNJOH UIFJS DPOUSJCVUJPOT JO UIF EPNBJO ăF BNQMJUVEF
JT TDBMFE UP NBUDI UIBU SFDPSEFE CZ (VOBEJ BOE -FVOH ăF NFTI BOE BCTPSQUJWF JODMVTJPO
JT CVJMU PO UIF ĔZ VTJOH UIF JTPƎNFTI UPPMCPY 'PMMPXJOH TJNVMBUJPO UIF BQQSPYJNBUF BE
KPJOU NFUIPE EFTDSJCFE JO TFDUJPO ƏƎƎ JT VTFE UP DBMDVMBUF UIF EFUFDUFE.%(1) 'JHVSF ƏƍƒB
BOE ƏƍƒC EFQJDU UIF PQUJDBM BOE "0 TQBUJBM TFOTJUJWJUZ SFDPWFSFE CZ ƍƎƑƌ JOEFQFOEFOU .$
TJNVMBUJPOT FBDI PG UXP NJMMJPO QIPUPO QBDLFUT
ƏƐ
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(a) Transmission mode optical sensitivity.
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(b) Transmission mode AO sensitivity
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(c) Reflection mode optical sensitivity
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(d) Reflection mode AO sensitivity
'JHVSF Əƍƒ 4QBUJBM TFOTJUJWJUZ NBQT 	ſ DIBOHF GSPN SFGFSFODF WBMVF
 *OXBSE BSSPXT EFQJDU UIF TPVSDF BOE PVUXBSE BSSPXT UIF EFUFDUPS MPDBUJPO ăF EPUUFE
FMMJQTF JMMVTUSBUFT UIF GPDVT PG UIF VMUSBTPVOE SFHJPO
ƏƑ $PODMVTJPOT ƓƔ
8IJMTU UIF TNBMMFS BCTPSQUJWF JODMVTJPO MFBET UP EJĈFSFODFT JO UIF BCTPMVUF TFOTJUJWJUZ
EFNPOTUSBUFE CZ NFBTVSFNFOU BOE TJNVMBUJPO UIF GPSN PG UIF TFOTJUJWJUZ EJTUSJCVUJPO SF
UBJOT UIF TBNF RVBMJUJFT BT EFTDSJCFE CZ UIF FYQFSJNFOUBM PCTFSWBUJPOT PG <ƑƎ> "T XPVME CF
FYQFDUFE UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ SFNBJOT DPODFOUSBUFE BSPVOE UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS MPDB
UJPOT ăF "0 TFOTJUJWJUZ EFNPOTUSBUFT MPDBMJTBUJPO UP UIF BDPVTUJD đFME BOE NPSF TJHOJđ
DBOUMZ B WFSZ MPX MFWFM PG TFOTJUJWJUZ DMPTF UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS
ăF TFDPOE DBTF TUVEJFE JO <ƑƎ> JT B SFĔFDUJPONPEF HFPNFUSZ XJUI TPVSDFEFUFDUPS TQBD
JOH PG 30NN ăF VMUSBTPVOE đFME JT MPDBUFE DFOUSBMMZ BU B EFQUI PG 20NN GSPN UIF JOQVU
BOE EFUFDUJPO TVSGBDF ăF TBNF PQUJDBM BCTPSCFS XBT NPWFE BSPVOE B TDBOOJOH SFHJPO PG
30×20NN MPDBUFE DFOUSBMMZ BOE TUBSUJOH BU B EFQUI PG 5.5NNGSPN UIF JOQVU TVSGBDF 	PXJOH
UP UIF EJNFOTJPOT PG UIF FYQFSJNFOUBM BCTPSCFS
 ăJT FYQFSJNFOU XBT SFDSFBUFE JO TJNVMB
UJPO đHVSF ƏƍƒD BOE ƏƍƒE EFQJDU UIF PQUJDBM BOE BDPVTUJDPQUJD TQBUJBM TFOTJUJWJUZ SFDPWFSFE
CZ 1800 JOEFQFOEFOU .$ TJNVMBUJPOT PG UXP NJMMJPO QIPUPO QBDLFUT
0ODF BHBJO UIF BCTPMVUF TFOTJUJWJUJFT PG UIF TJNVMBUJPO EJĈFS TMJHIUMZ UP UIBU PG UIF FY
QFSJNFOUBM XPSL PXJOH UP UIF EJĈFSJOH BCTPSCFS EJNFOTJPOT ăF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ IBT UIF
FYQFDUFE ACBOBOB TIBQF CFUXFFO UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS XJUI TFOTJUJWJUZ SBQJEMZ EFDMJOJOH
BU EJTUBODFT HSFBUFS UIBO BSPVOE 10NN ăF "0 TFOTJUJWJUZ JT DPODFOUSBUFE BU B EFQUI PG
BSPVOE 17NN GSPN UIF JOQVUPVUQVU QMBOF UIF QFBL SFMBUJWF TFOTJUJWJUZ JT OPU XJUIJO UIF
VMUSBTPVOE GPDVT SFHJPO BT UIF MBDL PG MJHIU BU UIFTF EFQUIT PVUXFJHIT UIF IJHIFS BDPVTUJD
QSFTTVSFT $MPTF UP UIF TPVSDFEFUFDUPS QMBOF B SFHJPO PG OFHBUJWF "0 TFOTJUJWJUZ JT GPVOE
/FHBUJWF TFOTJUJWJUZ TVHHFTUT UIBU BO BCTPSQUJWF QFSUVSCBUJPO IBT UIF FĈFDU PG JODSFBTJOH UIF
NFBTVSFNFOU RVBOUJUZ ăJT DBO PDDVS XIFO UIF QFSUVSCBUJPO SFEVDFT UIF BNPVOU AVONPE
VMBUFE MJHIU SFBDIJOH UIFNFBTVSFNFOU QPTJUJPO CZ BO BNPVOU QSPQPSUJPOBMMZ HSFBUFS UIBO JU
SFEVDFT MJHIU XIJDI IBT CFFO NPEVMBUFE JOUP UIF đSTU TJEFCBOE ăF GPSN PG UIF TJNVMBUFE
TFOTJUJWJUJFT TIPXT FYDFMMFOU BHSFFNFOU XJUI UIF FYQFSJNFOUBM XPSL PG (VOBEJ BOE -FVOH
8F XJMM SFWJTJU TVDI TFOTJUJWJUZ NBQT JO DIBQUFS Ƒ XIFSF UIFZ XJMM CF FNQMPZFE JO BO JNBHF
SFDPOTUSVDUJPO QSPCMFN
ƏƑ $PODMVTJPOT
8F IBWF EFNPOTUSBUFE UIF JNQMFNFOUBUJPO PG B IJHIMZ QBSBMMFM "0 .$ TJNVMBUJPO DPEF
ăF PQUJDBM NPEFM IBT CFFO FYUFOTJWFMZ WBMJEBUFE BHBJOTU WBSJPVT BOBMZUJDBM BOE OVNFSJDBM
TPMVUJPOT BOE UIF "0 NPEFM BHBJOTU BO BQQSPQSJBUF BOBMZUJDBM FYBNQMF GSPN UIF MJUFSBUVSF
ăF QFSGPSNBODF PG UIF TJNVMBUJPO DPEF IBT CFFO DPNQBSFE BHBJOTU $16 BOE (16 JN
QMFNFOUBUJPOT PG QSFFYJTUJOH PQUJDBM BOE "0 TJNVMBUJPO DPEFT 8IJMTU PVS QSFWJPVT (16
JNQMFNFOUBUJPO PG BO "0 TJNVMBUJPO DPEF QSPWJEFT CFUUFS QFSGPSNBODF UIJT JT BU UIF DPTU PG
TJHOJđDBOUMZ SFEVDFE ĔFYJCJMJUZ JO UIF GPSN PG UIF EPNBJO ăF ĔFYJCJMJUZ BOE QFSGPSNBODF
PG UIF DPEF IBWF BMTP CFFO EFNPOTUSBUFE JO UIF HFOFSBUJPO PG TQBUJBM TFOTJUJWJUZ NBQT XIJDI
TVQQPSU QVCMJTIFE FYQFSJNFOUBM XPSL<ƑƎ>
ƏƑ $PODMVTJPOT Ɠƕ
"U UIF UJNF PG XSJUJOH UIF QSPHSBN EFWFMPQFE IFSF JT UIF đSTU (16 BDDFMFSBUFE NFTI
CBTFE.POUF$BSMP TJNVMBUJPO DPEFXIJDI IBT CFFO EFNPOTUSBUFE JO UIF MJUFSBUVSF #FZPOE
JUT VTF BT B GBTU GPSXBSE NPEFM JO "0 WBSJPVT BTQFDUT PG JUT JNQMFNFOUBUJPO NBZ CF WBMVBCMF
UP UIF XJEFS EJĈVTF PQUJDT DPNNVOJUZ ăF SFNPWBM PG UIF "0 DBMDVMBUJPOT GSPN UIF DPEF
CBTF JT FYQFDUFE UP DPOTJEFSBCMZ JNQSPWF QFSGPSNBODF TVDI UIBU JUNBZ CF BQQSPQSJBUF GPS VTF
XIFSF WPYFMJTFE TJNVMBUJPOT BSF DVSSFOUMZ VTFE EFTQJUF UIFJS EJTBEWBOUBHFT <Ǝƍ>
ăF WBMJEJUZ PG UIF NPEFM JT MJNJUFE CZ UIF UXP DPNQPOFOUT PG UIF BMHPSJUIN UIF MJHIU
USBOTQPSU NPEFM BOE UIF QIBTF BDDSVBM FYQSFTTJPOT ăF GPSNFS DPNQPOFOU EFSJWFE GSPN
UIF TDBMBS 35& JT WBMJE GPS UIF WBTU NBKPSJUZ PG DPODFJWBCMF FYQFSJNFOUBM TDFOBSJPT XIFSF
UIF XFBLTDBUUFSJOH BQQSPYJNBUJPO JT WBMJE FYDFQUJOHNFBTVSFNFOUT BĈFDUFE CZ JOUFSGFSFODF
QIFOPNFOB TVDI BT DPIFSFOU CBDLTDBUUFSJOH <Ƒƒ> ăF MBUUFS DPNQPOFOU XBT EFSJWFE IFSF JO
DPOTJEFSBCMF HFOFSBMJUZ UIPVHI XF IBWFNBEF UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF PQUJDBM QBUIT UISPVHI
UIF NFEJVN BSF OPU UIFNTFMWFT BMUFSFE CZ UIF VMUSBTPOJDBMMZ JOEVDFE QFSUVSCBUJPOT JO UIF JO
EFY PG SFGSBDUJPO 4BLBEßJʂ TUBUFT UIJT BTTVNQUJPO UP CF SFBTPOBCMF GPS QSFTTVSF BNQMJUVEFT FY
QFSJFODFE JO CJPNFEJDBM BQQMJDBUJPOT BU NPEFSBUF VMUSBTPVOE GSFRVFODJFT fa < 106)[ <ƍƍƓ>
ăF QSJNBSZ MJNJUBUJPO PG UIF DVSSFOU NPEFM JT UIBU JU JT EFTJHOFE QVSFMZ GPS NPOPDISP
NBUJD BDPVTUJD FYDJUBUJPO ăF JNQMFNFOUBUJPO PG B QPMZDISPNBUJD BDPVTUJD đFME EJTUSJCVUJPO
XPVME QFSNJU UIF TJNVMBUJPO PG NPEVMBUFE DPOUJOVPVT XBWF JOQVUT PS QVMTFE VMUSBTPVOE BT
FNQMPZFE UP HBJO TQBUJBM TFMFDUJWJUZ JO UIF BYJT PG UIF VMUSBTPVOE ăJT DPVME QPUFOUJBMMZ CF
JNQMFNFOUFE JO UIF TUZMF PG 4BLBEßJʂT WPYFMJTFE $16 TJNVMBUJPO <ƍƍƕ>
*U XPVME BMTP CF PG HSFBU WBMVF UP FYUFOE UIF TJNVMBUJPO UP EJSFDUMZ SFDPSE UIF DPSSFMBUJPO
SBEJBODF JO UIF NFTIFE EPNBJO ăJT XPVME QFSNJU UIF VTF PG BO VOBQQSPYJNBUFE BEKPJOU
NFUIPE UP DBMDVMBUF UIF SFTVMU PG 141% TJNVMBUJPOT BOENPSF JNQPSUBOUMZ BMMPX UIFNPEFM
UP CF VTFE BT QBSU PG BO JUFSBUJWF JOWFSTJPO QSPDFEVSF UP SFDPOTUSVDU VOLOPXOPQUJDBM QBSBNF
UFST GSPN BDPVTUPPQUJD NFBTVSFNFOUT 8FXJMM FYBNJOF UIJT JEFB JO HSFBUFS EFQUI JO DIBQUFS
Ƒ XIFSF XF FNQMPZ B DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO UP BDIJFWF UIJT HPBM
$IBQUFS Ɛ
"QQSPYJNBUJPOT PG DPSSFMBUJPO USBOTQPSU
CZ TQIFSJDBM IBSNPOJD FYQBOTJPOT
Ɛƍ *OUSPEVDUJPO
'PSXBSE NPEFMT CBTFE VQPO USVODBUFE TQIFSJDBM IBSNPOJD 	PN 
 FYQBOTJPOT PG UIF SBEJBUJWF
USBOTQPSU FRVBUJPO BSF VCJRVJUPVT JO EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ <ƍƎ> ăF EJĈVTJPO BQQSPY
JNBUJPO GPVOE GSPN UIF BQQMJDBUJPO PG GVSUIFS TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT UP UIF P1 BQQSPYJ
NBUJPO IBT FOKPZFE QBSUJDVMBS BUUFOUJPO 0OF BUUSBDUJPO PG UIF MBUUFS JT UIBU UIF SFTVMUBOU
QBSBCPMJD 	JO UIF UJNF EFQFOEFOU DBTF
 PS FMMJQUJD 	JO UIF DPOUJOVPVTXBWF DBTF
 FRVBUJPOT
BSF BNFOBCMF UP TPMVUJPO CZ GBTU BOE SJHPSPVT EFUFSNJOJTUJD OVNFSJDBM NFUIPET
ăF đOJUF FMFNFOUNFUIPE JO QBSUJDVMBS IBT CFFO VTFE FYUFOTJWFMZ GPS UIF OVNFSJDBM TPMV
UJPO PG UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO<Ɣ ƍƑ ƍƎƏ ƍƎƐ> 0XJOH UP UIF USBDUBCJMJUZ PG UIF đOJUF
FMFNFOU UIF TZTUFN NBUSJDFT XIJDI EFđOF UIF EJTDSFUJTFE QSPCMFN BSF PG TJHOJđDBOU WBMVF
JO GPSNJOH TFOTJUJWJUZ SFMBUJPOT SFRVJSFE GPS WBSJPVT JNBHF SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVFT 4VDI
NBUUFST BSF EJTDVTTFE GVSUIFS JO DIBQUFS Ƒ
*G BO JNQSPWFE BQQSPYJNBUJPO JT EFTJSFE POF PQUJPO JT UP FNQMPZ IJHIFS PSEFS PN BQQSPY
JNBUJPOT <ƍƎƕ> *O UISFF EJNFOTJPOT UIJT UFDIOJRVFT RVJDLMZ CFDPNFT UPP DPNQVUBUJPOBMMZ
EFNBOEJOH UP CF VTFE BT UIF GPSXBSE NPEFM JO GPS FYBNQMF BO JUFSBUJWF SFDPOTUSVDUJPO BM
HPSJUIN TJODF UIF OVNCFS PG FRVBUJPOT HSPXT BT (N + 1)2 "MUFSOBUJWF NFUIPET TVDI BT EJT
DSFUF PSEJOBUFT 	UIF SN BQQSPYJNBUJPO
 BMTP TVĈFS GSPN TJNJMBS DPNQVUBUJPOBM JTTVFT XJUI
UIF OVNCFS PG FRVBUJPOT HSPXJOH BTN (N + 2)
"O BMUFSOBUJWF BQQSPYJNBUJPO PSJHJOBMMZ BQQMJFE UPOFVUSPO USBOTQPSU JOOVDMFBS SFBDUPST
JT UIBU PG UIF TJNQMJĖFE TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPOT 	4PN 
 <Ɛƒ> "T XJMM CF TFFO UIJT
BQQSPYJNBUJPO SFTVMUT JO B TZTUFN PG QBSBCPMJDFMMJQUJD FRVBUJPOT XIJDI BSF DPVQMFE CZ UIFJS
DPFċDJFOUT ăFTF BQQSPYJNBUJPOT XFSF PSJHJOBMMZ EFSJWFE GSPN UIF QMBOBSGPSN PG UIF USBOT
QPSU FRVBUJPO CFGPSF UIF HSBEJFOU PQFSBUPST XFSF FYUSBQPMBUFE UP UIFJS UISFFEJNFOTJPOBM
FRVJWBMFOUT 8IJMTU QSPWJEJOH JNQSPWFE SFTVMUT PWFS UIF TUBOEBSE EJĈVTJPO FRVBUJPO 	JG CF
Ɣƌ
ƐƎ ăFPSZ Ɣƍ
MPX UIBU PG UIF GVMM IJHIFS PSEFS TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPET
 UIF MBDL PG B SJHPSPVT NBUIF
NBUJDBM GPVOEBUJPOQSFWFOUFE UIFJSXJEFTQSFBE BEPQUJPO JO PUIFS đFMET TVDI BT UIFNPEFMMJOH
PG MJHIU USBOTQPSU JO EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ -BSTFO FU BM TVCTFRVFOUMZ EFNPOTUSBUF UIBU
UIF 4PN BQQSPYJNBUJPOT DBO CF EFSJWFE CZ BO BTZNQUPUJD BQQSPBDI XIJDI FYQBOET UIF USBOT
QPSU FRVBUJPO JO B/FVNBOO TFSJFT <ƒƔmƓƍ> .PSF SFDFOUMZ ,MPTF <ƒƑ> BQQMJFE UIF UFDIOJRVF
UP EJĈVTF PQUJDBM JNBHJOH
" EJĈVTJPOTUZMF BQQSPBDI IBT BMTP CFFO BQQMJFE UP UIF QSPCMFN PG 605 *O XPSL CZ
4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƔ> B TJNQMJđFE DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO XBT EFWFMPQFE BOE
UIF BVUIPST TUBUFE B EJĈVTJPOMJLF BQQSPYJNBUJPO
*O UIJT DIBQUFS XF QSPWJEF B GVMM EFSJWBUJPO GPS UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO QSFTFOUFE CZ
4BLBEßJʂ BOE 8BOH XIJDI IBT VOUJM OPX OPU CFFO QVCMJTIFE 8F FYUFOE UIJT XPSL CZ QFS
GPSNJOH UIF EFSJWBUJPO JO B HFOFSBM XBZ XIJDI QFSNJUT UIF DPOTJEFSBUJPO PG B IJHIFS PSEFS
BQQSPYJNBUJPO PG UIF QIBTF JODSFNFOUT XIJDI EFTDSJCF UIF VOEFSMZJOH DPSSFMBUJPO USBOTQPSU
QSPDFTT 8F BMTP UBLF BOPUIFS BQQSPBDI UP TJNQMJGZJOH UIF VOEFSMZJOH USBOTQPSU FRVBUJPO
XIJDI QFSNJUT VT UP GPSN BO 4PN BQQSPYJNBUJPO GPS 605 ăJT SFRVJSFT GVSUIFS BQQSPYJNB
UJPOT JO UIF USFBUNFOU PG UIF BDPVTUPPQUJD QIBTF JODSFNFOUT XIJDI ESJWF NPEVMBUJPO PG UIF
PQUJDBM đFME CVU TIPVME QSPWJEF B NPSF BDDVSBUF NPEFM PG UIF PQUJDBM FOFSHZ EJTUSJCVUJPO JO
B HJWFO EPNBJO &BDI PG UIFTF NPEFMT BSF TPMWFE CZ UIF đOJUFFMFNFOU NFUIPE BOE UIF SF
TVMUT DPNQBSFE XJUI PVS SFGFSFODF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO UIF EFWFMPQNFOU PG XIJDI XBT
EFTDSJCFE JO TFDUJPO Ə
ƐƎ ăFPSZ
ƐƎƍ $PSSFMBUJPO USBOTQPSU
"DLFSTPO FU BM <Ǝ> PSJHJOBMMZ QSPQPTFE B DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO GPS VTF JO UIF đFME
PG EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ %PVHIFSUZ FU BM <ƏƑ> MBUFS QSPWJEFE B NPSF SJHPSPVT EFSJWB
UJPO CBTFE VQPO NVMUJQMF TDBUUFSJOH 	BOBMZUJD
 UIFPSZ XJUI NPWJOH TDBUUFSFST CVJMEJOH PO
UIF XPSL PG *TIJNBSV BOE )POH <ƑƓ> BOE PUIFST <ƔƓ ƍƎƔ> %PVHIFSUZT JOUFHSBM GPSNVMB
UJPO SFBET
G(rb , sˆ,τ) =G0(rb , sˆ,τ)
+µs
∫ rb
r0
∫
4π
p (ˆs, sˆ′)G(|rb − ra |, sˆ,τ)g 1(ˆs, sˆ′,τ)exp(−µt |rb − ra |) E|rb − ra | Esˆ′.
	Ɛƍ

ăJT FRVBUJPO TUBUFT UIBU UIF SBEJBODF BU B QBSUJDVMBS QPJOU JO TQBDF rb XJUI EJSFDUJPO sˆ JT
HJWFO CZ UIF JODJEFOU EJSFDU đFME 	G0
 QMVT UIF EJĈVTF DPOUSJCVUJPO TDBUUFSFE GSPN EJSFD
UJPOT sˆ′ JOUP sˆ BMPOH BMM UIF QPJOUT ra BMPOH TPNF MJOF TUBSUJOH BU B EJTUBOU r0 UP UIF QPJOU PG
FWBMVBUJPO rb  ăF FRVBUJPO EJĈFST GSPN UIF SBEJBUJWF USBOTQPSU FRVBUJPO CZ UIF BEEJUJPO PG
UIF UFSN g 1(ˆs, sˆ′,τ) UIF TJOHMF TDBUUFSJOH DPSSFMBUJPO GVODUJPO XIJDI EFTDSJCFT UIF EFDPSSFMB
UJPO PG UIF PQUJDBM đFME XIJDI PDDVST XIFO QBSUJBM XBWFT VOEFSHP B TDBUUFSJOH QSPDFTT GSPN
ƐƎ ăFPSZ ƔƎ
NPWJOH QBSUJDMFT 8F NJHIU UIJOL PG UIJT UFNQPSBM EFDPSSFMBUJPO JO UIF GSFRVFODZ EPNBJO
BT UIF CSPBEFOJOH PG UIF MJOFXJEUI PG B DPIFSFOU TPVSDF CZ B %PQQMFS TIJĕ JNQPTFE CZ UIF
NPWJOH TDBUUFSFST "O FYQSFTTJPO GPS g 1 VOEFS #SPXOJBO NPUJPO PG UIF TDBUUFSFST XBT QSF
TFOUFE JO TPNF PG UIF PSJHJOBM JOWFTUJHBUJPOT PG %84 BT EFTDSJCFE CZ .BSFU BOE 8PMG <Ɣƕ>
BOE 1JOF FU BM <ƍƌƏ>
g 1(ˆs, sˆ′,τ) = exp
-
−1
3
k20 6DBτ(1− sˆ · sˆ′)
/
, 	ƐƎ

XIFSF DB JT UIF #SPXOJBO EJĈVTJPO DPNQPOFOU BOE 6DBτ = 〈∆r 2(τ)〉 XIFSF 〈∆r 2(τ)〉
JT UIF NFBOTRVBSF EJTQMBDFNFOU PG UIF TDBUUFSJOH QBSUJDMFT "T B GVODUJPO PG sˆ · sˆ′ UIJT UFSN
DBO CF NBOBHFE JO UIF TBNF NBOOFS BT UIF QIBTF GVODUJPO VOEFS FYQBOTJPO JOUP B TFSJFT PG
TQIFSJDBM IBSNPOJDT 4QFDJđDBMMZ XIFO τ≪ (2DBk20 )−1 UIF UFSN DBO CF 5BZMPS FYQBOEFE
g 1(ˆs, sˆ′,τ) = 1− 2DBk20τ+ 2DBk20τ
4π
3
1∑
m=−1
Y ∗1,m (ˆs
′)Y1,m (ˆs). 	ƐƏ

#Z UIJT NFUIPE B EJĈVTJPO TUZMF FRVBUJPO GPS DPSSFMBUJPO USBOTQPSU XBT EFSJWFE CZ B OVNCFS
PG BVUIPST TFF #PBT <ƎƏ> GPS B GVMM EFSJWBUJPO
ƐƎƎ $PSSFMBUJPO USBOTQPSU VOEFS BDPVTUJD NPEVMBUJPO
*O UIF DBTF PG B NFEJVN VOEFS IBSNPOJD JOTPOJđDBUJPO 4BLBEßJʂ BOE 8BOH
DJUF4BLBE[JDƎƌƌƒUY EFSJWFE B DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO BNFOBCMF UP TPMVUJPO CZ PN
BQQSPYJNBUJPO NFUIPET ăF AMPDBMJUZ SFRVJSFE GPS TVDI BO BQQSPYJNBUJPO JT BDIJFWFE CZ
WBSJPVT BQQSPYJNBUJPOT BOE BTTVNQUJPOT XIJDI XF XJMM FYQMPSF IFSF ăF BQQSPYJNBUFE JO
UFHSBM GPSN PG UIF FRVBUJPO SFBET
G(rb , sˆ, t ,τ) =G0(rb , sˆ, t ,τ)
+µs
∫ rb
r0
∫
4π
p (ˆs, sˆ′)G(ra , sˆ′, t ,τ)exp(−µt |rb − ra |)Ψ(rb ,ra , sˆ, t ,τ) E|rb − ra | Esˆ′.
	ƐƐ

*O UIJT FRVBUJPO UIF GVODUJPO Ψ(rb ,ra , sˆ, t ,τ) EFTDSJCFT UIF UFNQPSBM EFDPSSFMBUJPO PG UIF
đFME EVF UP USBOTQPSU JO BO JOTPOJđFE NFEJVN CFUXFFO UXP TDBUUFSJOH QPJOUT MPDBUFE BU ra
BOE rb GPMMPXJOH TDBUUFSJOH JOUP sˆ GSPN EJSFDUJPO sˆ′ BU ra  ăF GVODUJPO JT HJWFO CZ
Ψ(rb ,ra , sˆ, t ,τ) = exp( j∆ϕ), 	ƐƑ

BOE
∆ϕ = 2Λ sin
11
2
ωaτ
2
sin
1
ka ·
rb − ra
2
2
×
-
Sa (ˆs · sˆa) sin
1
ωa t +
1
2
ωaτ−ka ·
ra + rb
2
+φ−φa
2
− η
(ˆs · sˆa) sin
1
ωa t +
1
2
ωaτ−ka ·
ra + rb
2
+φ
2@
, 	Ɛƒ

ƐƎ ăFPSZ ƔƏ
XIFSF Λ = 2k0n0P0/(kaρv2a ) k0 JT UIF PQUJDBM XBWFOVNCFS JO WBDVP n0 JT UIF SFGSBDUJWF
JOEFY PG UIFNFEJVN P0 JT UIF MPDBM QSFTTVSF BNQMJUVEF PG UIF BDPVTUJD đFMEρ UIF EFOTJUZ PG
UIF NFEJVN va UIF TQFFE PG TPVOE ηXBT EFđOFE JO TFDUJPO ƎƐƎ Sa BOEφa BSF UIF SFMBUJWF
TDBUUFSFE EJTQMBDFNFOU BNQMJUVEF BOE QIBTF PĈTFU SFTQFDUJWFMZ sˆ JT B VOJU WFDUPS SFQSFTFOU
JOH UIF EJSFDUJPO PG QSPQBHBUJPO PG UIF QBSUJBM XBWF BOE sˆa JT UIF MPDBM BDPVTUJD QSPQBHBUJPO
EJSFDUJPO "T JT FWJEFOU GSPN UIFJS DPFċDJFOUT UIF đSTU UFSNEFTDSJCFT UIF JODSFNFOU PG QIBTF
EVF UP UIF EJTQMBDFNFOU PG UIF PQUJDBM TDBUUFSFST BOE UIF TFDPOE EFTDSJCFT UIF QIBTF JODSF
NFOU EVF UP NPEVMBUJPO PG UIF SFGSBDUJWF JOEFY
"QQSPYJNBUJOH UIF QIBTF JODSFNFOU
5P EFWFMPQ UIJT DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO JOUP B GPSN TVJUBCMF GPS FYQBOTJPO JO TQIFS
JDBM IBSNPOJDT XF XJMM GPMMPX UIF BQQSPBDI PG 4BLBEßJʂ BOE 8BOH JO BWFSBHJOH UIF QIBTF
JODSFNFOU PWFS TQBDF BOE PWFS GSFF QBUIT ăFN UI PSEFS BQQSPYJNBUJPO JT HJWFO CZ <ƍƍƔ>
Ψ(rb ,ra , sˆ, t ,τ)≈ 1−Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N = 1−
|rb − ra |
ls
N∑
n=1
(− j n) 〈∆ϕ
n〉rc , l
n!
, 	ƐƓ

XIFSF ls =µ−1t JT UIF PQUJDBMNFBO GSFF QBUI BOE 〈∆ϕn〉rc , l JT UIF BWFSBHF PG UIF QIBTF JODSF
NFOU PWFS TQBDF 	rc = (ra+rb )/2
 BOE GSFF QBUIT 	l = |rb−ra |
 ăJT BQQSPYJNBUJPO MJNJUT
UIF BDPVTUJD QSFTTVSFT PWFS XIJDI UIF NPEFM JT WBMJE 4BLBEßJʂ BOE 8BOH EFNPOTUSBUFE UIF
EFWFMPQNFOU PG UIF TFDPOE PSEFS QIBTF QFSUVSCBUJPO CVU XF TIBMM QSPDFFEXJUI HFOFSBMJUZ UP
QFSNJU FH IJHIFS VMUSBTPVOE QSFTTVSFT UP CF UPMFSBUFE CZ UIF JODMVTJPO PG B HSFBUFS OVNCFS
PG UFSNT JO UIF QIBTF JODSFNFOU
5PđOE 〈∆ϕn〉rc , l XFđSTU BWFSBHF∆ϕN PWFS UIF DFOUSFPGHSBWJUZ DPPSEJOBUF rc = (ra+
rb )/2 JO B WPMVNFV0 ∼ l 3s 
〈∆ϕn〉rc =
1
V0
∫
V0
∆ϕn E3r. 	ƐƔ

ăFEFQFOEFOU WBSJBCMF BQQFBST JO∆ϕ 	FRVBUJPO Ɛƒ
 POMZ BT UIF BSHVNFOU PG B TJOF GVODUJPO
#Z EF .PJWSFT JEFOUJUZ BOE FNQMPZJOH UIF CJOPNJBM UIFPSFN XF OPUF UIBU
lim
x0→∞
1
x0
∫ x0
0
sinn(x) Ex =
⎧⎨⎩0, GPS n PEEn!
2n((n/2)!)2
, GPS n FWFO
	Ɛƕ

8F OPX NBLF UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI JT NVDI HSFBUFS UIBO
UIF BDPVTUJD XBWFMFOHUI ka lUS ≫ 1 ăJT BQQSPYJNBUJPO NJHIU CF UIPVHIU PG BT UIF IJHI
GSFRVFODZ MJNJU PG BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO QFSNJUUJOH VT UP USFBU UIF JOEJWJEVBM QIBTF
JODSFNFOUT BDDVNVMBUFE CFUXFFO TDBUUFSJOH FWFOUT BT VODPSSFMBUFE 	BU MFBTU JO UIF DBTF PG
JTPUSPQJD TDBUUFSJOH

"TTVNJOH B UZQJDBM USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI PG 1NN−1 BOE B TQFFE PG TPVOE va =
1480NT−1 UIJT BQQSPYJNBUJPO SFRVJSFT UIBU XF FNQMPZ VMUSBTPVOE GSFRVFODJFT JO FYDFTT PG
ƐƎ ăFPSZ ƔƐ
2.)[ 	XIJDI HJWFT B WBMVF PG (ka lUS) ≈ 8.5
 &YQFSJNFOUBMMZ JU JT EFTJSBCMF UP VTF MPXFS GSF
RVFODJFT PG VMUSBTPVOE UPNJOJNJTF UIF JODSFBTJOH FĈFDUT PG BDPVTUJD BUUFOVBUJPO UIJT NPEFM
NBZ CF VOTVJUBCMF JO TVDI TDFOBSJPT *O B QSBDUJDBM BQQMJDBUJPO POF NBZ XJTI UP NJOJNJTF
UIF TJ[F PG UIF VMUSBTPOJD USBOTEVDFS UIJT DBO CF BDIJFWFE XJUIPVU JODSFBTJOH UIF WPMVNF
PG UIF GPDBM SFHJPO 	BOE IFODF EFDSFBTJOH UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO
 CZ UIF VTF PG IJHIFS BDPVT
UJD GSFRVFODJFT ăSPVHIPVU UIF EFWFMPQNFOU PG 6.05 JODSFBTJOHMZ TFOTJUJWF EFUFDUJPO
NFDIBOJTNT IBWF CFFO EFTJHOFE XIJDI DBO BNFMJPSBUF UIF SFEVDUJPO JO EFUFDUFE NPEVMB
UJPO FYQFSJFODFE BU HSFBUFS EFQUI EVF UP UIF BQQMJDBUJPO PG IJHIFS BDPVTUJD GSFRVFODJFT 8F
UIVT DPOTJEFS UIF SFTUSJDUJPOT JNQPTFE CZ UIJT BQQSPYJNBUJPO UP CF BDDFQUBCMF
8JUIJO UIJT SFHJNF XF NBZ VTF UIF SFMBUJPOTIJQ JO FRVBUJPO Ɛƕ UP QFSGPSN UIF JOUFHSBM
ăF SFTVMUJOH BWFSBHFT BSF [FSP GPS PEE n BOE GPS FWFO n
〈∆ϕn〉rc =
n!
((n/2)!)2
Λn
(ˆs · sˆa)n sin
n
11
2
ωaτ
2
sinn
1
ka ·
rb − ra
2
2
×7η2− 2Saηcos(φa)(ˆs · sˆa)2 + S2a (ˆs · sˆa)48n/2 . 	Ɛƍƌ

"TIJHIMJHIUFECZ4BLBEßJʂ UIF BTTVNQUJPO ka lUS≫ 1IBT WJB UIF BWFSBHJOHQSPDFTT SFNPWFE
UIF UJNF EFQFOEFODF PG UIF FRVBUJPO UIVT SFOEFSJOH JU XJEFTFOTF TUBUJPOBSZ 8F QSPDFFE
UP DBMDVMBUF 〈∆ϕn〉rc , l CZ đOEJOH UIF FYQFDUFE WBMVF PG UIF FYQSFTTJPO HJWFO UIF QSPCBCJMJUZ
EJTUSJCVUJPO PG B NFBO GSFF QBUI
〈∆ϕn〉rc , l =
1
ls
∫ ∞
0
exp
<
− l
ls
>
〈∆ϕn〉rc El , 	Ɛƍƍ

XIJDI JT QFSGPSNFE CZ OPUJOH UIBU
sinn
1
ka ·
rb − ra
2
2
= sinn
<
ka l (ˆs · sˆa)
2
>
. 	ƐƍƎ

$PNQMFUJOH UIF JOUFHSBUJPO XF IBWF GPS FWFON > 0
〈∆ϕn〉rc , l =
⎡⎢⎣N/2∏
m=1
(2m− 1)2
1+(mka lUS (ˆs · sˆa))2
⎤⎥⎦Λn(ka lUS)n sinn Gωaτ2
H
×7η2− 2Saηcos(φa)(ˆs · sˆa)2 + S2a (ˆs · sˆa)48N/2 . 	ƐƍƏ

ăF EJĈFSFOUJBM GPSN
'PMMPXJOH UIF BWFSBHJOHPG UIFQIBTFJODSFNFOUT UIF 	PQUJDBMMZ TUFBEZTUBUF
 DPSSFMBUJPO USBOT
QPSU FRVBUJPO JT OP MPOHFS EFQFOEFOU PO UJNF CVU POMZ MBH τ ăF QIBTFBWFSBHFE JOUFHSBM
GPSN PG UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO SFBET
G(rb , sˆ,τ) =G0(rb , sˆ,τ)
+
∫ rb
r0
∫
4π
µs p (ˆs, sˆ
′)G(ra , sˆ′,τ)exp(−µt |rb − ra |)[1−Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N ] E|rb − ra | Esˆ′,
	ƐƍƐ

ƐƎ ăFPSZ ƔƑ
XIFSF UIFN UI PSEFS BQQSPYJNBUJPO UP UIF BDPVTUPPQUJD DPFċDJFOUTΨ(ˆs, sˆa ,τ)N XBT HJWFO
JO FRVBUJPO ƐƓ 8F DPOWFSU UIJT UP UIFNPSF GBNJMJBS EJĈFSFOUJBM GPSN CZ BQQMJDBUJPO PG sˆ ·∇
UP UIF JOUFHSBM FRVBUJPO <Ƒƒ>!
sˆ ·∇+µt+"G(r, sˆ,τ) =µs ∫
4π
p (ˆs, sˆ′)G(r, sˆ′,τ)[1−Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N ] Esˆ′+ S(r, sˆ,τ),
	ƐƍƑ

XIFSF S(r, sˆ,τ) JT B TPVSDF PG DPSSFMBUJPO SBEJBODF
ƐƎƏ $PSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
8F XJMM OPX BQQSPYJNBUF UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO PG FRVBUJPO ƐƍƑ UP GPSN B DPS
SFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO GPMMPXJOH UIF TUZMF PG *TIJNBSV <Ƒƒ> " OFDFTTBSZ DPOEJUJPO
PG UIF EFSJWBUJPO PG UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPOXBT UIBU UIF QIBTF JODSFNFOUT BDDSVFE
EVSJOH TVDDFTTJWF GSFF QBUIT BSF VODPSSFMBUFE UIJT SFRVJSFT UIF VTF PG BO JTPUSPQJD QIBTF GVOD
UJPO
p (ˆs, sˆ′) =
1
4π
. 	Ɛƍƒ

8F BQQSPYJNBUF UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF
G(r, sˆ,τ) =
- 1
4π
G(r,τ)+
3
4π
F(r,τ) · sˆ
/
	ƐƍƓ

XIFSF
G(r,τ) =
∫
4π
G(r, sˆ,τ) Esˆ 	ƐƍƔ

JT UIF DPSSFMBUJPO EFOTJUZ BOE
F(r,τ) = F (r,τ) sˆ f =
∫
4π
G(r, sˆ,τ)ˆs Esˆ 	Ɛƍƕ

JT UIF DPSSFMBUJPO ĔVY
$POTFSWBUJPO PG FOFSHZ
5PEFWFMPQ UIF BQQSPYJNBUJPOXFCFHJOCZ GPSNJOH BO FOFSHZ CBMBODF FRVBUJPOCZ JOUFHSBUJOH
FRVBUJPO ƐƍƑ PWFS BMM 4π PG TPMJE BOHMF IBWJOH JOUSPEVDFE UIF JTPUSPQJD QIBTF GVODUJPO∫
4π
!
sˆ ·∇+µt"G(r, sˆ,τ) Esˆ
=
µs
4π
∫
4π
-
1−Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N
∫
4π
G(r, sˆ′,τ) Esˆ′+ S(r, sˆ,τ)
/
Esˆ. 	ƐƎƌ

8F VTF UIF QSFWJPVT EFđOJUJPOT PG DPSSFMBUJPO EFOTJUZ BOE DPSSFMBUJPO ĔVY UP DPNQMFUF UIF
JOUFHSBUJPO PG UIF MFĕ IBOE TJEF PG FRVBUJPO ƐƎƌ BOE UIF JOUFHSBM PWFS sˆ′ JOWPMWJOHG(r, sˆ′,τ)
PO UIF SJHIU IBOE TJEF 3FBSSBOHJOH XF HFU
∇ ·F(r,τ)+µaG(r,τ) =−
µs
4π
G(r,τ)
∫
4π
!
Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N
"
Esˆ+ S0(r,τ), 	ƐƎƍ

ƐƎ ăFPSZ Ɣƒ
XIFSF S0(r,τ) =
∫
4π S(r, sˆ,τ) JT BO JTPUSPQJD TPVSDF PG DPSSFMBUJPO ĔVFODF 5P DPNQMFUF UIF
FOFSHZ CBMBODF FYQSFTTJPO XF NVTU JOUFHSBUF UIF QIBTF JODSFNFOU XF XJMM EFNPOTUSBUF UIJT
QSPDFEVSF UP UIF TFDPOE PSEFS IFSF 'SPN FRVBUJPO 4.13 XJUIN = 2
1
4π
∫
4π
Ψ(ˆs, sˆa ,τ)2 Esˆ=
Λ2
8π
sin2
Gωaτ
2
H∫
4π
(ka lUS)2
(ka lUS)
2 (ˆs · sˆa)2 + 1
×7η2− 2ηSa cos(φa)(ˆs · sˆa)2 + S2a (ˆs · sˆa)48 Esˆ. 	ƐƎƎ

8F QSPDFFE CZ JOUFHSBUJOH UIF UFSNT JO ηXIJDI EFTDSJCFT UIF QIBTF JODSFNFOUT EVF UP JOEFY
PG SFGSBDUJPO WBSJBUJPO
η2
4π
∫
4π
(ka lUS)2
(ka lUS)
2 (ˆs · sˆa)2 + 1
Esˆ= η2(ka lUS) tan−1(ka lUS), 	ƐƎƏ

UIF UFSNT JO S2a 
S2a
4π
∫
4π
(ka lUS)2 (ˆs · sˆa)4
(ka lUS)
2 (ˆs · sˆa)2 + 1
Esˆ= S2a
I
1
3
− 1
(ka lUS)
2 +
arctan(ka lUS)
(ka lUS)
3
@
, 	ƐƎƐ

BOE đOBMMZ UIF DSPTT UFSNT
2Saηcosφa
4π
∫
4π
(ka lUS)2 (ˆs · sˆa)2
(ka lUS)
2 (ˆs · sˆa)2 + 1
Esˆ= 2Saηcosφa
I
1− arctan(ka lUS)
(ka lUS)
@
. 	ƐƎƑ

ăVT
1
4π
∫
4π
Ψ(ˆs, sˆa ,τ)2 Esˆ= h(r,τ)2 =
Λ2
2
7
η2(ka lUS) tan
−1(ka lUS)
+ S2a
I
1
3
− 1
(ka lUS)
2 +
arctan(ka lUS)
(ka lUS)
3
@
+ Saηcosφa
I
1− arctan(ka lUS)
(ka lUS)
@@
, 	ƐƎƒ

XIJDI XF TVCTUJUVUF JOUP FRVBUJPO ƐƎƍ
∇ ·F(r,τ)+!µa +µs h(r,τ)2"G(r,τ) = S0(r,τ). 	ƐƎƓ

*O UIJT GPSN UIF OBUVSF PG UIJT CBMBODF FRVBUJPO JT SFWFBMFE ăF EJWFSHFODF PG UIF DPSSFMBUJPO
ĔVY 	∇ ·F
 SFQSFTFOUT UIF OFU HBJO PS MPTT PG DPSSFMBUJPO ĔVY GPS BO JOđOJUFTJNBM QPJOU JO UIF
NFEJVN 0VS EFSJWBUJPO TIPXT UIJT UP CF FRVBM UP BOZ TPVSDFT BU UIBU QPJOU MFTT MPTTFT EVF
UP BCTPSQUJPO 	µaG(r,τ)
 BOE EFDPSSFMBUJPO 	µs h(r,τ)2

'JDLT -BX
ăFTFDPOE FMFNFOUPG UIF BQQSPYJNBUJPO SFRVJSFT UIBUXF GPSNBOFRVJWBMFOU PG 'JDLT MBX GPS
UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU QSPDFTT *O BO BOBMPHVF PG JUT PQUJDBM DPVOUFSQBSU UIJT FYQSFTTJPO
XJMM EFTDSJCF UIF EJĈVTJPO PG DPSSFMBUJPO GSPN SFHJPOT PG IJHI DPSSFMBUJPO EFOTJUZ UP UIPTF PG
ƐƎ ăFPSZ ƔƓ
MPX DPSSFMBUJPO EFOTJUZ CZ QSPQFSMZ EFđOJOH UIF DPSSFMBUJPO ĔVY WFDUPS XJUI SFTQFDU UP UIF
EJĈVTJPO DPFċDJFOU 5P GPSN UIF FYQSFTTJPO XF NVMUJQMZ FRVBUJPO ƐƍƑ CZ sˆ BOE JOUFHSBUF
PWFS BMM 4π TUFSBEJBOT "ĕFS JOTFSUJOH UIF JTPUSPQJD QIBTF GVODUJPO∫
4π
!
sˆ ·∇+µt"G(r, sˆ,τ)ˆs Esˆ
=
µs
4π
∫
4π
-∫
4π
G(r, sˆ′,τ)[1−Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N ] Esˆ′+ S(r, sˆ)
/
sˆ Esˆ. 	ƐƎƔ

'PS BSCJUSBSZ WFDUPSA <Ƒƒ> ∫
4π
sˆ [ˆs ·∇(A · sˆ)] Esˆ= 0 	ƐƎƕ

BOE ∫
4π
sˆ(A · sˆ) Esˆ= 4π
3
A 	ƐƏƌ

TVDI UIBU XF NBZ DPNQMFUF UIF JOUFHSBM JOWPMWJOH UIF UFSN JO sˆ ·∇ ăF UFSN JO µt DBO CF
JOUFHSBUFE HJWFO PVS EFđOJUJPO PG DPSSFMBUJPO ĔVY "DDPSEJOHMZ
1
3
∇G(r,τ)+µtF(r,τ) = S1(r,τ). 	ƐƏƍ

XIFSF S1(r,τ) =
∫
4π S(r, sˆ,τ)ˆs Esˆ JT B TPVSDF PG DPSSFMBUJPO ĔVY BOE UIF UFSN JOG(r, sˆ
′,τ)
IBT SFEVDFE UP [FSP VOEFS JOUFHSBUJPO PWFS sˆ
'PSNJOH UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
)BWJOH EFSJWFE UIF FOFSHZ CBMBODF FRVBUJPO BOE BO FRVJWBMFOU PG 'JDLT MBX XF NBZ QSP
DFFE UP DPNCJOF UIF SFTVMUJOH FRVBUJPOT UP GPSN UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO 3FBSSBOHJOH
FRVBUJPO ƐƏƍ JO UFSNT PG UIF ĔVY WFDUPS F
F(r,τ) =−D [∇G(r,τ)− 3S1(r,τ)] , 	ƐƏƎ

XIFSF XF EFđOF UIF JTPUSPQJD EJĈVTJPO DPFċDJFOU
D =
1
3(µa +µs )
. 	ƐƏƏ

8F DPNQMFUF PVS EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO CZ JOTFSUJOH UIJT FYQSFTTJPO PG UIF ĔVY WFDUPS JOUP
UIF FOFSHZ CBMBODF FYQSFTTJPO PG FRVBUJPO ƐƎƓ BOE BTTVNJOH POMZ JTPUSPQJD TPVSDFT TVDI UIBU
S1(r, sˆ) = 0 !−∇ ·D∇+µa +µs h2(r,τ)"G(r,τ) = S0(r,τ). 	ƐƏƐ

#Z BOBMPHZ XJUI MJHIU USBOTQPSU XF FRVJQ UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO XJUI B 3PCJO 	PS
JNQFEBODF
 CPVOEBSZ DPOEJUJPO
G(r,τ)+ 2Anˆ ·D∇G(r,τ) = 0, 	ƐƏƑ

ƐƎ ăFPSZ ƔƔ
XIFSF nˆ JT UIF PVUXBSE VOJU OPSNBM UP UIF CPVOEBSZ UIF UFSNA= (1+R)/(1−R) BDDPVOUT
GPS UIF QPUFOUJBMNJTNBUDI PG SFGSBDUJWF JOEJDFT BU B CPVOEBSZ BOER JT B SFĔFDUJPO QBSBNFUFS
XIJDI DBO CF PCUBJOFE FNQJSJDBMMZ PS CZ 4OFMMT MBXT <ƒƍ> *O UIF DBTF PG B NBUDIFE SFGSBDUJWF
JOEFY A = 1 BOE UIF 3PCJO CPVOEBSZ DPOEJUJPO QSPWJEFT B TUSBJHIUGPSXBSE FYQSFTTJPO GPS
UIF PVUXBSE DPSSFMBUJPO ĔVY PO UIF CPVOEBSZ 	PVS NFBTVSFNFOU
 GΓ(r,τ) = G(r,τ)/2
r ∈ δΩ
5P BSSJWF BU UIF FYQSFTTJPO TUBUFE CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƔ> XF SFDBMM UIBU PVS EFSJWB
UJPO NBEF UIF BTTVNQUJPO UIBU (ka lUS)≫ 1 "T TVDI UFSNT JO h2(r,τ)XIJDI DPOUBJO (ka lUS)
SBJTFE UP MPXFS UIBO TPNF QPXFSNBZ CF EJTDPVOUFE XJUIPVU TJHOJđDBOU FSSPS "MM UFSNT XJUI
(ka lUS) UP B QPXFS PG [FSP PS CFMPX XFSF SFNPWFE GSPN UIF FYQSFTTJPO QSFTFOUFE JO UIF PSJHJ
OBM XPSL
ƐƎƐ $PSSFMBUJPO EJĈVTJPO XJUI QSFBWFSBHFE QIBTF
*O UIF DPOUFYU PG UIF TUBOEBSE EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO UP MJHIU USBOTQPSU JO TDBUUFSJOHNFEJB
JU JT VOEFSTUPPE UIBU UIF TQBUJBM EJTUSJCVUJPO PG MJHIU SFNBJOT BQQSPYJNBUFMZ DPOTUBOU VOEFS
WBSJBUJPO PG UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU µs BOE TDBUUFSJOH BOJTPUSPQZ g  VOEFS UIF DPOEJUJPO
UIBU UIF USBOTQPSU TDBUUFSJOH DPFċDJFOU µ′s = µs (1− g ) SFNBJOT DPOTUBOU 4BLBEßJʂ BOE
8BOH BMTP EFNPOTUSBUFE BO BQQSPYJNBUF TJNJMBSJUZ SFMBUJPO GPS BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO
<ƍƍƐ> UIF QIBTFJODSFNFOUT JO BO BOJTPUSPQJDBMMZ TDBUUFSJOH NFEJVN DBO CF BQQSPYJNBUFE
CZ SFQMBDJOHµs CZµ′s JO FRVBUJPO ƐƐƓ *O UIJT DBTF UIF BWFSBHF QIBTF JODSFNFOU JT DBMDVMBUFE
XJUI B NBYJNVN FSSPS PG DJSDB 10% GPS WBMVFT PG UIF QSPEVDU ka l ≈ 2
*O FRVBUJPO ƐƓ BO FYQSFTTJPO XBT QSPWJEFE GPS UIF BQQSPYJNBUF QIBTF QFSUVSCBUJPO PWFS
B HJWFO QBUI MFOHUI BWFSBHFE PWFS CPUI UIF TQBUJBM DPPSEJOBUF BOE UIF NFBOGSFF QBUI 8F
NJHIU BUUFNQU UP FNQMPZ UIJT TJNJMBSJUZ SFMBUJPO GPSNBMMZ CZ SFQMBDJOH UIF TDBUUFSJOH NFBO
GSFF QBUI XJUI UIF USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI BOE SFQFBUJOH UIF EFSJWBUJPO *G XF XFSF UP UBLF
UIJT BQQSPBDI XFNVTU DPOTJEFS UIBU UIF USBOTQPSUNFBO GSFF QBUI lUS = ls/(1− g ) JT EFđOFE
JO UFSNT PG UIF TDBUUFSJOH BOJTPUSPQZ g =
∫
4π p (ˆs, sˆ
′ )ˆs · sˆ′ Esˆ BOE UIVT B QSPEVDU PG UIF QIBTF
GVODUJPO BOE BDPVTUPPQUJD QIBTF JODSFNFOU NVTU CF JOUFHSBUFE #PUI UIF QIBTF GVODUJPO
BOE UIF BDPVTUPPQUJD QIBTF JODSFNFOU JOEJWJEVBMMZ EFđOF TPNF DMPTFE TVSGBDF XJUI TZNNF
USZ CVU UIF BOHMF PG TZNNFUSZ JO UIF QIBTF GVODUJPO 	BSPVOE UIF JODJEFOU EJSFDUJPO
 BOE UIF
QIBTF JODSFNFOU 	BSPVOE UIF VMUSBTPVOE QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO
 BSF EJĈFSFOU BOE IFODF UIF
TUBOEBSE BQQSPBDIFT UBLFO UP GPSN UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO DBO OP MPOHFS CF FNQMPZFE
&WFO JG UIF JOUFHSBMT XFSF TUSBJHIUGPSXBSE UIJT WBMVF PG UIJT BQQSPBDI JT EFCBUBCMF TJODF
UIF QIBTF QFSUVSCBUJPO FYQSFTTJPO JT POMZ BQQSPYJNBUF JO UIF DBTF PG BOJTPUSPQJD TDBUUFSJOH
BOE UIF QSFTFODF PG UIF QIBTF GVODUJPO JT POMZ UP TDBMF UIF QIBTF QFSUVSCBUJPO BDDPSEJOH UP
UIF NFBO DPTJOF PG UIF TDBUUFSJOH BOHMF g  #Z QFSGPSNJOH UIF BWFSBHJOH QSPDFEVSF PG TFD
UJPO ƐƎƎ XF IBWF BMSFBEZ EFDPVQMFE UIF BDDVNVMBUJPO PG QIBTF JODSFNFOUT GSPN UIF MJHIU
USBOTQPSU NPEFM
ƐƎ ăFPSZ Ɣƕ
"OHVMBS QSFBWFSBHJOH
"OBMUFSOBUJWF BQQSPBDI JT UP GVSUIFS BWFSBHF UIF QIBTF JODSFNFOUT PWFS BMM TPMJE BOHMF QSJPS UP
GPSNJOH PVS EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO ăBU JT UP TBZ UIBU XF XJMM SFEFđOF UIF BQQSPYJNBUJPO
PG FRVBUJPO ƐƓ
Ψ(rb ,ra , sˆ, t ,τ)≈ 1− (1− g )
1
4π
∫
4π
Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N Esˆ
= 1− (1− g ) |rb − ra |
ls
N∑
n=1
(− j )n 1
4π
∫
4π
〈∆ϕn〉rc , l
n!
Esˆ, 	ƐƏƒ

8IJMTU UIJT QSPDFTT GVSUIFS SFEVDFT UIF BDDVSBDZ PG PVS BQQSPYJNBUJPO PG UIF QIBTF JODSF
NFOUT UIJT EFDPVQMJOH QFSNJUT UIF EFSJWBUJPO PG IJHIFS PSEFS 	JO UIF TQIFSJDBM IBSNPOJD
TFOTF
 MJHIU USBOTQPSU NPEFMT BOE UIF JODPSQPSBUJPO PG TUBOEBSE QIBTF GVODUJPO NPEFMT *O
UIF DPOUFYU PG EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ UIJT QSPDFEVSF XBT EFNPOTUSBUFE CZ "DLFSTPO
XIFSF IF SFGFSSFE UP UIF QSPDFEVSF BT QSFBWFSBHJOH <Ǝ> 6OEFS UIJT NPEJđFE BQQSPYJNBUJPO
UIF USBOTQPSU FRVBUJPO PG FRVBUJPO ƐƍƑ CFDPNFT!
sˆ ·∇+µt"G(r, sˆ,τ) =µs[1− (1− g )h(r,τ)N ]∫
4π
p (ˆs, sˆ′)G(r, sˆ′,τ) Esˆ′+ S(r, sˆ,τ),
	ƐƏƓ

XIFSF
h(r,τ)N =
1
4π
∫
4π
Ψ(ˆs, sˆa ,τ)N Esˆ 	ƐƏƔ

XBT DBMDVMBUFE UP UIF TFDPOE PSEFS 	N = 2
 EVSJOH PVS EFSJWBUJPO PG UIF DPOTFSWBUJPO PG
FOFSHZ FYQSFTTJPO 	FRVBUJPOT ƐƎƎ UISPVHI ƐƎƑ
 JO UIF QSFDFEJOH TFDUJPO
$PSSFMBUJPO EJĈVTJPO XJUI QSFBWFSBHFE QIBTF JODSFNFOUT
)BWJOH BWFSBHFE UIF BOHVMBS EFQFOEFODF PG UIF BDPVTUPPQUJD QIBTF UFSN XF NBZ OPX QSP
DFFE UP SFEFSJWF UIF DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPOXJUI BO BOJTPUSPQJD QIBTF GVODUJPO
)FSF XF DIPPTF UIF PĕFNQMPZFE )FOZFZ(SFFOTUFJO QIBTF GVODUJPO <ƑƐ> UP EFTDSJCF UIF
QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO PG UIF DIBOHF JO TDBUUFSJOH BOHMF CFUXFFO JODPNJOH BOE PVUHP
JOH DPSSFMBUJPO SBEJBODF ăJT EFSJWBUJPO JT QFSGPSNFE JO UIF TBNF XBZ BT UIF JTPUSPQJD DBTF
6OEFS UIF NPEJđFE BQQSPYJNBUJPO UIF DPOTFSWBUJPO PG FOFSHZ FYQSFTTJPO CFDPNFT
∇ ·F(r,τ)+ [µa +µ′s h(r,τ)N ]G(r,τ) = S0(r,τ), 	ƐƏƕ

XIFSF UIF 	1− g 
 UFSN DBVTFT SFQMBDFNFOU PG µs XJUI µ′s = µs (1− g ) ăFSF BSF TPNF
XIBU HSFBUFS EJĈFSFODFT JO UIF EFSJWBUJPO PG 'JDLT MBX 8F SFDPNNFODF UIF EFSJWBUJPO GSPN
FRVBUJPO ƐƎƔ XIJDI OPX SFBET∫
4π
!
sˆ ·∇+µt"G(r, sˆ,τ)ˆs Esˆ
=µs[1− (1− g )h(r,τ)N ]
∫
4π
-∫
4π
p (ˆs, sˆ′)G(r, sˆ′,τ) Esˆ′+ S(r, sˆ)
/
sˆ Esˆ. 	ƐƐƌ

ƐƎ ăFPSZ ƕƌ
8F JOTFSU PVS BQQSPYJNBUJPO PG UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF GSPN FRVBUJPO ƐƍƓ CFGPSF QFSGPSN
JOH UIF JOUFHSBM PO UIF MFĕ IBOE TJEF BOE PG UIF TPVSDF UFSN BT QFS UIF JTPUSPQJD DBTF
1
3
∇G(r,τ)+µtF(r,τ) =µs[1− (1− g )h(r,τ)N ]
×
∫
4π
-∫
4π
p (ˆs, sˆ′)
- 1
4π
G(r,τ)+
3
4π
F(r,τ) · sˆ′
/
Esˆ′
/
sˆ Esˆ+ S1(r,τ). 	ƐƐƍ

8F đSTU DPOTJEFS UIF JOUFHSBM PWFS sˆ′ UIF đSTU UFSN DBO CF DPNQMFUFE BDDPSEJOH UP PVS EFG
JOJUJPO PG DPSSFMBUJPO ĔVFODF UIF TFDPOE UFSN JT DPNQMFUFE CZ SFDPHOJTJOH UIBU EVF UP UIF
QIBTF GVODUJPO POMZ UIF DPNQPOFOU PG UIF ĔVY WFDUPS BMPOH sˆ QSPWJEFT B DPOUSJCVUJPO UP UIF
JOUFHSBM 'PS B EJBHSBNNBUJD FYQMBOBUJPO TFF <ƕƐ> 8F BMJHO PVS DPPSEJOBUF TZTUFN UP UIF
JODJEFOU TDBUUFSJOH EJSFDUJPO UP TJNQMJGZ UIF SFTVMUJOH JOUFHSBM
1
3
∇G(r,τ)+µtF(r,τ) =µs[1− (1− g )h(r,τ)N ]
×
∫
4π
- 1
4π
G(r,τ)+
3
4π
F(r,τ) · sˆ
∫
4π
p(θ)cos(θ) Esˆ
/
sˆ Esˆ+ S1(r,τ), 	ƐƐƎ

XIFSF θ JT UIF BOHMF CFUXFFO sˆ BOE sˆ′ 8F QSFWJPVTMZ EFTDSJCFE UIF TDBUUFSJOH BOJTPUSPQZ
GBDUPS g BT CFHJO EFđOFE BT UIF NFBO DPTJOF PG UIF TDBUUFSJOH BOHMF IFODF
1
3
∇G(r,τ)+µtF(r,τ) =µs[1− (1− g )h(r,τ)N ]
×
∫
4π
- 1
4π
G(r,τ)+
3g
4π
F(r,τ) · sˆ
/
sˆ Esˆ+ S1(r,τ). 	ƐƐƏ

ăF JOUFHSBM PGG(r,τ) HPFT UP [FSP VOEFS UIF JOUFHSBUJPO JO QSPEVDU XJUI sˆ BOE VTJOH FRVB
UJPO ƐƏƌ XF DBO DPNQMFUF UIF JOUFHSBUJPO PG UIF ĔVY WFDUPS
1
3
∇G(r,τ)+µtF(r,τ) =µs g[1− (1− g )h(r,τ)N ]F(r,τ)+ S1(r,τ). 	ƐƐƐ

8F NBZ OPX QSPDFFE UP GPSN UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO BT QFS UIF BOJTPUSPQJD DBTF PG
TFDUJPO ƐƎƏ 3FBSSBOHJOH FRVBUJPO ƐƐƐ JO UFSNT PG UIF ĔVY WFDUPS SFDBMMJOH UIBU µ′s =
µs (1− g )
F(r,τ) =−D [∇G(r,τ)− 3S1(r,τ)] , 	ƐƐƑ

XIFSF UIF BOJTPUSPQJD EJĈVTJPO DPFċDJFOU JT OPX
D =
1
3
7
µa +µ
′
s[1+ g h(r,τ)N ]
8 . 	ƐƐƒ

*O UIF DBTF PG JTPUSPQJD TDBUUFSJOH XJUI g = 0 UIJT FYQSFTTJPO DPMMBQTFT UP UIF QSFWJPVTMZ EF
SJWFE EJĈVTJPO DPFċDJFOU *OTFSUJOH UIF EFđOJUJPO PG UIF ĔVY WFDUPS JOUP UIF BOJTPUSPQJD
FOFSHZ CBMBODF FYQSFTTJPO BOE BTTVNJOH JTPUSPQJD TPVSDFT XF BSSJWF BU UIF đOBM GPSN PG UIF
EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO7−∇ ·D∇+µa +µ′s hN (r,τ)8G(r,τ) = S0(r,τ). 	ƐƐƓ

ƐƎ ăFPSZ ƕƍ
*O QSBDUJDF TJODF h(r,τ)N ≪ 1 UIF TUBOEBSE EJĈVTJPO DPFċDJFOUT PG D = 3µ−1t r PS D =
3µ′−1s NBZ CF FNQMPZFE XJUI B OFHMJHJCMF FSSPS
ƐƎƑ 4JNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPO
.VDI XPSL QFSGPSNFE JO UIF DPOUFYU PG OVDMFBS SFBDUPST IBT DPNF UP CF VTFE JO UIF NPE
FMMJOH PG EJĈVTF PQUJDT ăJT JT QBSUJDVMBSMZ USVF JO .POUF$BSMP BQQMJDBUJPOT CVU EJĈVTJPO
UIFPSZ BOE FYUFOTJPOT UIFSFPG BSF PG DPNNPO JOUFSFTU 0OF PG UIF UPPMT UP IBWF CFFO EFWFM
PQFE JO UIJT DPOUFYU XBT UIF TJNQMJĖFE TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE đSTU FYQMPSFE CZ (FMCBSE
<Ɛƒ> )FSF XF XJMM BQQMZ UIJT NFUIPE UP UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU QSPCMFN FNQMPZJOH UIF
BOHVMBSMZ QSFBWFSBHFE FYQSFTTJPO EFWFMPQFE JO UIF QSFDFEJOH TFDUJPO
8IFO XF XJTI UP DPOTJEFS QSPCMFNT JO PQUJDBM UPNPHSBQIZ DMPTF UP TPVSDFT PS CPVOE
BSJFT TJHOJđDBOU FSSPST BSJTF JO UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO 0OF BQQSPBDI UP QSPWJEF JN
QSPWFE SFTVMUT JT UP SFMZ VQPO B IJHIFS PSEFS TQIFSJDBM IBSNPOJD 	PN 
 BQQSPYJNBUJPO 6O
GPSUVOBUFMZ UIF OVNCFS PG FRVBUJPOT UP CF TPMWFE HSPXT XJUI UIF TRVBSF PG UIF PSEFS PG UIF
TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPO 8IFO TVDI TZTUFNT BSF TVCTFRVFOUMZ TPMWFE VTJOH OV
NFSJDBM UFDIOJRVFT UIF TJ[F PG UIF EJTDSFUJTFE QSPCMFN HSPXT TJNJMBSMZ "UUFNQUT IBWF CFFO
NBEF UP NJUJHBUF UIJT QSPCMFN WJB IZCSJE BOE WBSJBCMFPSEFS TDIFNFT <ƍƎƕ ƍƏƎ> *O UIF PSJH
JOBM EFSJWBUJPO PG UIF TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD UFDIOJRVF 	4PN 
 UIF POFEJNFOTJPOBM
USBOTQPSU QSPCMFN JT BQQSPYJNBUFE CZ UIF PN NFUIPE UP B HJWFO PSEFS BOE UIF EFSJWBUJWFT PG
UIF SFTVMUJOH FRVBUJPOT BSF SFQMBDFE CZ UIFJS NVMUJEJNFOTJPOBM DPVOUFSQBSUT JO B TPNFXIBU
BEIPD NBOOFS #Z UIJT BQQSPBDI UIF TFU PG FRVBUJPOT UP CF TPMWFE TDBMFT MJOFBSMZ XJUI UIF
PSEFS PG UIF BQQSPYJNBUJPO 8IJMTU UIJT NFUIPE XBT EFNPOTUSBUFE UP QSPWJEF JNQSPWFE BD
DVSBDZ PWFS UIF TUBOEBSE EJĈVTJPO BQQSPBDI JU EJE OPU đOE TJHOJđDBOU BQQMJDBUJPO JO EJĈVTF
PQUJDT XIFO DPOUSBTUFE XJUI UIF TUBOEBSE EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO "SHVBCMZ UIJT XBT EVF
UP UIF JOUVJUJWF SFQMBDFNFOU PG UIF POFEJNFOTJPOBM EFSJWBUJWFTXJUI UIFJSNVMUJEJNFOTJPOBM
DPVOUFSQBSUT B QSPDFTT XIJDI MBDLT UIF SJHPVS PG UIF GVMM PN BQQSPYJNBUJPOT
.PSF SFDFOUMZ UIF 4PN BQQSPBDI XBT TPMWFE CZ BO BTZNQUPUJD EFSJWBUJPO JO CPUI UIF
EJĈVTJPO MJNJU <ƒƕmƓƍ> BOE NPSF HFOFSBMMZ JO UIF DPOUFYU PG B USBOTQPSU BQQSPYJNBUJPO <ƐƏ
ƒƔ ƍƌƐ> ăJT BQQSPBDI ZJFMEFE UIF TBNF TFU PG FRVBUJPOT BT UIF QSFWJPVT BEIPD NFUIPE
UIVT WBMJEBUJOH UIF BQQSPBDI ăF PMEFS NFUIPE TUJMM SFUBJOT TPNF BEWBOUBHFT OPUBCMZ JO UIF
TJNQMJDJUZ CZ XIJDI TVJUBCMF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT DBO CF GPVOE
ăF đSTU GPSNBM BQQMJDBUJPO PG UIF 4PN NFUIPE UP MJHIU USBOTQPSU JO UJTTVF XBT QSPWJEFE
CZ ,MPTF BOE -BSTFO <ƒƑ> *O UIJT XPSL ,MPTF BOE -BSTFO SFQMBDF UIF OFVUSPO TDBUUFSJOH
GVODUJPO XJUI UIF )FOZFZ(SFFOTUFJO NPEFM TVJUBCMF GPS VTF JO EJĈVTF PQUJDT ăF BVUIPST
EFSJWF UIF TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPO UP UIF TFWFOUI PSEFS BDDPSEJOH UP UIF
PSJHJOBM BEIPD NFUIPE JODMVEJOH UIF QBSUJBMMZ SFĔFDUJWF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT SFRVJSFE GPS
EJĈVTF PQUJDT ăF SFTVMUBOUNPEFM JT GPVOE UP QSPWJEF B TJHOJđDBOU JNQSPWFNFOU JO BDDVSBDZ
DPNQBSFE UP UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO BOE SFRVJSFT POMZ ƎƑ UJNFT UIF DPNQVUBUJPOBM
FĈPSU UIF BVUIPST DPOUSBTU UIJT XJUI B EJTDSFUF PSEJOBUFT 	SN 
 <ƍƏƍ> TPMVUJPOXIJDI QSPWJEFT
ƐƎ ăFPSZ ƕƎ
TJNJMBS SFTVMUT CVU BU UIF DPTU PG UISFFPSEFST PG NBHOJUVEF JODSFBTFE DPNQVUBUJPOBM FĈPSU
PWFS UIF EJĈVTJPO NPEFM
4VCTFRVFOU UP UIF XPSL PG ,MPTF $IV BOE %FIHIBOJ IBWF EFNPOTUSBUFE EFNPOTUSBUFE
UIF SFDPOTUSVDUJPO PG EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ JNBHFT VTJOH UIF 4PN NPEFM <Əƌ>
ăF QMBOFQBSBMMFM DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO
ăF QMBOFQBSBMMFM HFPNFUSZ VOEFS DPOTJEFSBUJPO JT BO JOđOJUF TMBC JO XIJDI PQUJDBM QSPQ
FSUJFT BSF DPOTUBOU JO UIF x BOE y EJSFDUJPOT TVDI UIBU UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF G(r, sˆ,τ) JT
EFQFOEFOU POMZ VQPO θ BOE z  8F BTTVNF UIBU B DPMMJNBUFE TPVSDF PG DPSSFMBUJPO SBEJBODF
JT JODJEFOU QFSQFOEJDVMBSMZ UP UIF TVSGBDF PG UIF TMBC 8F EFOPUF µ = cosθ BOE UIVT UIF
EJĈFSFOUJBM TPMJE BOHMF FMFNFOU Esˆ = sinθ Eθ Eφ = − Eµ Eφ 3FXSJUJOH UIF DPSSFMBUJPO
USBOTQPSU FRVBUJPO PG FRVBUJPO ƐƏƓ JO UIJT HFPNFUSZI
µ
E
Ez
+µt
@
G(z,µ,φ,τ)
=µs[1−(1−g )h(r,τ)]
∫ 1
−1
∫ 2π
0
p(µ,φ,µ′,φ′)G(z,µ′,φ′,τ) Eφ′ Eµ′+S(z,µ,φ,τ).
	ƐƐƔ

8F QSPDFFE CZ DPNQMFUJOH UIF JOUFHSBUJPO PG FRVBUJPO ƐƐƔ PWFSφI
µ
E
Ez
+µt
@
G(z,µ,τ)
=µs[1− (1− g )h(r,τ)]
∫ 1
−1
p0(µ,µ
′)G(z,µ′,τ) Eµ′+ 2πS(z,µ,τ), 	ƐƐƕ

XIFSF
p0(µ,µ
′) =
∫ 2π
0
∫ 2π
0
p(µ,φ,µ′,φ′) Eφ′ Eφ. 	ƐƑƌ

ăF BOHMF CFUXFFO (µ,φ) BOE (µ′,φ′) JT EFOPUFE γ BOE
cosγ = cosθ cosθ′+ sinθ sinθ′ cos(φ−φ′).
*G UIF QIBTF GVODUJPO JT TZNNFUSJD BCPVU UIF JODJEFOU XBWF BOE UIVT JT B GVODUJPO PG POMZ γ 
JU DBO CF FYQBOEFE JO B TFSJFT PG -FHFOESF QPMZOPNJBMT
p(µ,φ,µ′,φ′) = p(cosγ ) =
∞∑
n=0
WnPn(cosγ ). 	ƐƑƍ

ăF UFSN Pn(cosγ ) JT FYQBOEFE CZ B TVNNBUJPO GPSNVMB <ƍ> BOE JOUFHSBUFE PWFSφ BOEφ′
p0(µ,µ
′) =
∞∑
n=0
WnPn(µ)Pn(µ
′). 	ƐƑƎ

*G XF FNQMPZ UIF )FOZFZ(SFFOTUFJO QIBTF GVODUJPO BT QFS UIF QSFWJPVT EFSJWBUJPO UIF
XFJHIUTWn BSF HJWFO CZ
Wn =
2n+ 1
2
g n . 	ƐƑƏ

ƐƎ ăFPSZ ƕƏ
ăF QMBOFQBSBMMFM PN BQQSPYJNBUJPO
8F EFđOF UIF -FHFOESF NPNFOUT PG UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF
Gn(z,τ) =
∫ 1
−1
Pn(µ)G(z,µ,τ) Eµ, 	ƐƑƐ

NVMUJQMZ UIF B[JNVUIBMMZ JOUFHSBUFE QMBOBS$5& 	FRVBUJPO ƐƐƕ
 CZ Pn(µ) BOE JOUFHSBUF PWFS
µ I
µ
E
Ez
+µt
@
Gn(z,τ)
=µs[1−(1−g )h(r,τ)]
∫ 1
−1
Pn(µ)
∫ 1
−1
p0(µ,µ
′)G(z,µ′,τ) Eµ′ Eµ+δn4πS(z,µ,τ),
	ƐƑƑ

XIFSF UIF ,SPOFDLFS EFMUB MJNJUT DPOUSJCVUJPOT GSPN UIF TPVSDF UP UIF [FSPUI -FHFOESF QPMZ
OPNJBM *OUP UIJT FYQSFTTJPO XF TVCTUJUVUF UIF -FHFOESF FYQBOTJPO PG UIF QIBTF GVODUJPO
GSPN FRVBUJPO ƐƑƎI
µ
E
Ez
+µt
@
Gn(z,τ) =µs[1− (1− g )h(r,τ)]
2m+ 1
2
g m
∫ 1
−1
Pn(µ)Pm(µ)
×
∫ 1
−1
Pm(µ
′)G(z ,µ′,τ) Eµ′ Eµ+δn4πS(z,µ,τ). 	ƐƑƒ

ăF JOUFHSBM PWFSµ′ DBO CF SFQMBDFE XJUI UIF FYQSFTTJPO PG UIF -FHFOESF NPNFOUT PG DPSSF
MBUJPO SBEJBODF GSPN ƐƑƐI
µ
E
Ez
+µt+
@
Gn(z,τ)
=µs[1−(1−g )h(r,τ)]Gm(z,τ)
2m+ 1
2
g m
∫ 1
−1
Pn(µ)Pm(µ) Eµ+δn4πS(z,µ,τ).
	ƐƑƓ

ăF -FHFOESF QPMZOPNJBMT IBWF BO PSUIPHPOBMJUZ SFMBUJPOTIJQ∫ 1
−1
Pm(µ)Pn(µ) Eµ=
2
2n+ 1
δm,n 	ƐƑƔ

XIJDI JT VTFE UP TJNQMJGZ UIF đOBM JOUFHSBUJPO PWFS µ BOE UP SFEFđOF UIF JOEJDFT PG UIF JN
QMJFE TVNNBUJPOT TVDI UIBU m = n BT UIF ,SPOFDLFS EFMUB FMJNJOBUFT BMM DSPTT UFSNTI
µ
E
Ez
+µt
@
Gn(z ,τ) =µs[1−(1− g )h(r,τ)]Gn(z,τ)g n+δn4πS(z ,µ,τ). 	ƐƑƕ

3FBSSBOHJOH XF HFUI
µ
E
Ez
+µt −µs g n [1− (1− g )h(r,τ)]
@
Gn(z,τ) = δn4πS(z,µ,τ). 	Ɛƒƌ

ƐƎ ăFPSZ ƕƐ
8F TFFL UP EFWFMPQ UIJT FYQSFTTJPO VTJOH UIF SFDVSSFODF SFMBUJPO GPS UIF -FHFOESF QPMZ
OPNJBMT
µPn(µ) =
n+ 1
2n+ 1
Pn+1(µ)+
n
2n+ 1
Pn−1(µ), 	Ɛƒƍ

XIJDI JT BQQMJFE UP UIF đSTU UFSN PG UIF PQFSBUPS JO TRVBSF CSBDLFUT JO FRVBUJPO Ɛƒƌ
E
Ez
- n+ 1
2n+ 1
Gn+1 +
n
2n+ 1
Gn−1,
/
+
!
µt −µs g n [1− (1− g )h(r,τ)]"Gn(z,τ) = δn4πS(z,µ,τ). 	ƐƒƎ

5P QSPDFFE XF DPOWFSU UIJT TZTUFN PG đSTU PSEFS EJĈFSFOUJBM FRVBUJPOT JOUP B TFSJFT PG TFDPOE
PSEFS FRVBUJPOT CZ FMJNJOBUJOH UIF PEE PSEFS NPNFOUT PG UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF 3FBS
SBOHJOH JO UFSNT PGGn(z,τ) GPS n PEE
Gn(z,τ) =−
1
µc ,n(z,τ)
E
Ez
- n+ 1
2n+ 1
Gn+1 +
n
2n+ 1
Gn−1
/
, 	ƐƒƏ

BOE JOTFSUJOH UIJT FYQSFTTJPO JOUP FRVBUJPO ƐƒƎ GPS UIF FWFO PSEFS NPNFOUT
− n+ 1
2n+ 1
E
Ez
1
µc ,n+1
E
Ez
- n+ 2
2n+ 3
Gn+2(z,τ)+
n+ 1
2n+ 3
Gn(z,τ)
/
− n
2n+ 1
E
Ez
1
µc ,n−1
E
Ez
- n
2n− 1Gn(z ,τ)+
n− 1
2n− 1Gn−2(z,τ)
/
+µc ,nGn(z,τ) = δn4πS(z,µ,τ). 	ƐƒƐ

*O UIF MBUUFS FYQSFTTJPOT BEPQUJOH UIF OPNFODMBUVSF PG ,MPTF <ƒƑ> UIF nUI PSEFS DPSSFMBUJPO
BCTPSQUJPO DPFċDJFOU JT HJWFO CZ
µc ,n =µt −µs g n [1− (1− g )h(r,τ)] .
*U TIPVME CF OPUFE UIBU UIJT TFSJFT PG FRVBUJPOT JT TUJMM FRVJWBMFOU UP UIF PSJHJOBM QMBOBS DPSSF
MBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO  OP BQQSPYJNBUJPO PG UIF VOEFSMZJOH USBOTQPSU FRVBUJPO IBT ZFU
UBLFO QMBDF
ăF 4PN BQQSPYJNBUJPO
8F BSSJWF BU UIF UISFFEJNFOTJPOBM 4PN BQQSPYJNBUJPOT CZ UIF SFQMBDFNFOU PG UIF EFSJWBUJWF
PQFSBUPST XJUI UIFJS NVMUJEJNFOTJPOBM DPVOUFSQBSUT "DDPSEJOHMZ FRVBUJPO ƐƒƐ CFDPNFT
− n+ 1
2n+ 1
∇ · 1
µc ,n+1
∇
- n+ 2
2n+ 3
Gn+2(r,τ)+
n+ 1
2n+ 3
Gn(r,τ)
/
− n
2n+ 1
∇ · 1
µc ,n−1
∇
- n
2n− 1Gn(r,τ)+
n− 1
2n− 1Gn−2(r,τ)
/
+µc ,nGn(r,τ) = δn4πS(r,µ,τ). 	ƐƒƑ

ƐƎ ăFPSZ ƕƑ
8FXJMM OPX đOE UIF đSTU UXP DPVQMFENPNFOUT JO UIJT TFSJFT XIJDI XJMM CF VTFE UP GPSN
UIF TQFDJđD BQQSPYJNBUJPOT PG B HJWFO PSEFS 'PS n = 0 JO FRVBUJPO ƐƒƑ
−∇ · 1
µc ,1
∇
-2
3
G2(r,τ)+
1
3
G0(r,τ)
/
+µc ,0G0(r,τ) = 4πS(r,τ). 	Ɛƒƒ

'PS n = 2 JO FRVBUJPO ƐƒƑ XF PCUBJO
− 3
5
∇ · 1
µc ,3
∇
-4
7
G4(r,τ)+
3
7
G2(r,τ)
/
− 2
5
∇ · 1
µc ,1
∇
-2
3
G2(r,τ)+
1
3
G0(r,τ)
/
+µc ,2G2(r,τ) = 0. 	ƐƒƓ

8F EFSJWF UIF 4P1 BQQSPYJNBUJPO CZ TFUUJOH BMM DPOUSJCVUJPOT UP UIF DPSSFMBUJPO SBEJBODF
Gn(r,τ) = 0 GPS n > 0
−∇ · 1
3µc ,1
∇G0(r,τ)+µc ,0G0(r,τ) = 4πS(r,τ). 	ƐƒƔ

'SPN FRVBUJPO ƐƎƑ XF đOEµc ,0 = µa +µ′s h(r,τ)N  BOEµc ,1 = µa +µ
′
s[1+ g h(r,τ)]
FSHP UIF 4P1 BQQSPYJNBUJPO JT JEFOUJDBM UP UIF BOJTPUSPQJD EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO QSFTFOUFE
JO FRVBUJPO ƐƐƓ *O UVSO XJUI g = 0 	BOE VOEFS UIF BQQSPYJNBUJPOT SFHBSEJOH (ka lUS) TUBUFE
FBSMJFS
 UIF FYQSFTTJPO JT FRVJWBMFOU UP UIF PSJHJOBM SFTVMU PG 4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƔ>
ăF 4P3 BQQSPYJNBUJPO JT GPVOE CZ EJTDPVOUJOH BMM DPOUSJCVUJPOT UP UIF DPSSFMBUJPO SBEJ
BODF GPS n > 3 XIJDI HFOFSBUFT UIF GPMMPXJOH DPVQMFE FYQSFTTJPOT
−∇ · 1
3µc ,1
[G0(r,τ)+ 2G2(r,τ)]+µc ,0G0(r,τ) = 4πS(r,τ), 	ƐƒƕB

−∇ · 9
35
∇G2(r,τ)+µc ,2G2(r,τ) =
2
5
7
µc ,0G0(r,τ)− S(r,τ)
8
, 	ƐƒƕC

XIFSF UIF TFDPOE FYQSFTTJPO JT GPVOE CZ TVCTUJUVUJPO PG UIF đSTU JOUP UIF UFSN GPS G0(r,τ)
JO FRVBUJPO ƐƒƓ
#PVOEBSZ DPOEJUJPOT
0OF PG UIF BEWBOUBHFT PG EFSJWJOH UIF 4PN FRVBUJPOT CZ FYUSBQPMBUJOH UIF UISFFEJNFOTJPOBM
GPSN GSPN UIF QMBOBS USBOTQPSU GPSN JT UIBU UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT DBO CF EFUFSNJOFE CZ
UIF TBNF UFDIOJRVF UIBU JT UP TBZ UIBU UIF QMBOBS CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BSF EFWFMPQFE BOE
FYUSBQPMBUFE UP UIFJS UISFF EJNFOTJPOBM GPSN
8FXJMM OPU SFQFBU UIJT QSPDFTT IFSF CVU UIF EFSJWBUJPO GPS UIF DBTF PG EJĈVTF PQUJDT DBOCF
GPVOE JO <ƒƑ> *G XF BTTVNF UIBU PVS BDPVTUJD đFME JT [FSP PO UIF CPVOEBSZ UIFO FYBDUMZ UIPTF
DPOEJUJPOT GPVOE JO UIF BGPSFNFOUJPOFE XPSL BSF WBMJE PUIFSXJTF UIF nUI PSEFS DPSSFMBUJPO
BCTPSQUJPO DPFċDJFOUT NVTU CF VTFE JO QMBDF PG UIF TUBOEBSE DPFċDJFOUT
ƐƎ ăFPSZ ƕƒ
ƐƎƒ 'JOJUF FMFNFOU JNQMFNFOUBUJPO
5P DPNQBSF FBDI PG UIF NPEFMT EFWFMPQFE JO UIJT DIBQUFS XJUI PVS SFGFSFODF .POUF$BSMP
JNQMFNFOUBUJPO XF TPMWF UIF SFTVMUBOU QBSUJBM EJĈFSFOUJBM FRVBUJPOT JO B EPNBJO PG JOUFS
FTU " EJSFDU BOBMZUJDBM TPMVUJPO JT JNQSBDUJDBM GPS BMM CVU UIF NPTU TJNQMF PG HFPNFUSJFT BOE
BDPVTUJD đFME DPOđHVSBUJPOT BOE UIVT XF BQQSPBDI UIJT QSPCMFN OVNFSJDBMMZ
*O UIJT XPSL XF TPMWF FBDI PG UIF FRVBUJPOT CZ UIF đOJUF FMFNFOU NFUIPE *U JT CFZPOE
UIF TDPQF PG UIJT XPSL UP QSPWJEF B EFUBJMFE USFBUNFOU PG UIFNFUIPE TP POMZ B CSJFG PWFSWJFX
XJMM CF QSPWJEFE GPS UIF DBTF PG UIF JTPUSPQJD DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO FRVBUJPO ăF BOJTPUSPQJD
DBTF JT JEFOUJDBM TBWF GPSNPEJđFE DPFċDJFOUT 4PMVUJPO PG UIF FRVBUJPOT PG UIF 4PN BQQSPYJ
NBUJPO BSF TMJHIUMZ NPSF JOWPMWFE TJODF XF NVTU TPMWF GPS UXP VOLOPXOT CVU UIF QSJODJQMFT
BSF UIF TBNF 'PS EFUBJMT SFHBSEJOH UIF TPMVUJPO PG UIF 4PN BQQSPYJNBUJPOT CZ UIF đOJUF FM
FNFOU NFUIPE TFF <Əƌ> *O BOZ DBTF UIF BQQMJDBUJPO PG UIF đOJUF FMFNFOU NFUIPE UP UIF
TPMVUJPO PG FMMJQUJD QBSUJBM EJĈFSFOUJBM FRVBUJPOT 	PS DPVQMFE TZTUFNT UIFSFPG 
 JT XFMM EFUBJMFE
JO UIF MJUFSBUVSF GPS QBSUJDVMBS FYBNQMFT JO UIF DBTF PG EJĈVTF PQUJDT TFF <Ɣ ƍƏ ƑƏ>
5P TPMWF UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVBUJPO ƐƐƓ JT NVMUJQMJFE CZ B UFTU GVODUJPO
XIJDI PCFZT UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BOE XIPTF [FSPUI BOE đSTU EFSJWBUJWFT BSF JOUFHSBCMF
PWFS UIF EPNBJO ăF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BSF JODPSQPSBUFE CZ UIF TVCTFRVFOU JOUFHSBUJPO
CZ QBSUT ăF EPNBJO JT TVCEJWJEFE JOUP B NFTI PG OPOPWFSMBQQJOH FMFNFOUT KPJOFE BU N
WFSUFY OPEFT 0O UIJT NFTI XF EFđOF B TFU PG QJFDFXJTF MJOFBS CBTJT GVODUJPOT TVDI UIBU
ui (r j ) = δi j GPS i , j = 1, . . . ,N XIFSF r j MPDBUFE BU UIF j UI WFSUFY OPEF 8F TVCTFRVFOUMZ
BQQSPYJNBUF UIF TPMVUJPO G(r,τ) ≈ ∑Nj uj (r)Gj (τ) 4FMFDUJOH UIF CBTJT GVODUJPOT JO UIF
XFBL GPSNVMBUJPO UP CF UIF TBNF BT UIF NFTI CBTJT BMMPXT VT UP XSJUF UIF SFTVMUJOH MJOFBS TZT
UFN PG FRVBUJPOT
A(τ)[x]G(τ) = q, 	ƐƓƌ

XIFSFA JT UIF đOJUF FMFNFOU TZTUFNNBUSJY 8F FYQSFTT UIF QBSBNFUFST PG UIF GPSXBSENPEFM
x(r) UIF BCTPSQUJPOMJLF EFDPSSFMBUJPO GVODUJPO h(r) BOE UIF EJĈVTJPO DPFċDJFOU D VTJOH
UIF TBNF CBTJT GVODUJPOT TVDI UIBU GPS FYBNQMFµa(r) =
∑
k uµ,k (r)µa,k  $POTFRVFOUMZ
A(τ)[x]i j =
∫
Ω
∑
k
-
uD ,k (r)Dk∇ui (r) ·∇uj (r)
+
7
uµ,k (r)µa,k + uh,k (r)hk (τ)
8
ui (r)uj (r)
/
Enr
+
1
2A
∫
δΩ
ui (r)uj (r) En−1r, 	ƐƓƍ

BOE
q j =
∫
Ω
qj uj (r) Enr. 	ƐƓƎ

4PMVUJPO PG UIF NBUSJY FRVBUJPO ƐƓƌ ZJFMET UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF UISPVHIPVU UIF EP
NBJO 5P EFUFSNJOF UIF NFBTVSBCMF FYJUJOH ĔVY PO UIF CPVOEBSZ XF FNQMPZ UIF CPVOEBSZ
DPOEJUJPO PG FRVBUJPO ƐƏƑ *O EJTDSFUF GPSN XJUI B NBUDIFE CPVOEBSZ UIF FYJUJOH ĔVY BU
ƐƏ 3FTVMUT ƕƓ
TPNF QPJOU rd JT UIFSFGPSF HJWFO CZ BQQMJDBUJPO PG B MJOFBS PQFSBUPSDTj = 1/2uj (rd ) UP UIF
TPMVUJPO WFDUPSG(τ)
ƐƏ 3FTVMUT
ƐƏƍ 4JNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPO
5P BTTFTT UIF DBQBCJMJUJFT PG UIF 4P3 DPSSFMBUJPO BQQSPYJNBUJPO EFWFMPQFE JO UIJT DIBQUFS XF
XJMM DPNQBSF UIF SFTVMUT PG B TJNVMBUJPO XJUI UIF PSJHJOBM P1 NFUIPE QSPQPTFE CZ 4BLBEßJʂ
BOE 8BOH <ƍƍƔ> BOE UIF SFGFSFODF .POUF$BSMP DPEF EFWFMPQFE JO DIBQUFS Ə
'PS UIJT TUVEZ XF DSFBUF B DVCPJE TJNVMBUJPO EPNBJO PG EJNFOTJPOT (30,30,20)NNXJUI
PQUJDBM QSPQFSUJFT PGµa = 0.01NN¢ƍµs = 20NN¢ƍ BO BOJTPUSPQZ GBDUPS PG g = 0.9 BOE
IFODF B SFEVDFE TDBUUFSJOH DPFċDJFOU PG µ′s = 2NN
¢ƍ *OTJEF UIJT EPNBJO B TNBMM DVCPJE
SFHJPO PG BCTPSQUJPO DPFċDJFOUµa = 1NN¢ƍ BOE XJUI EJNFOTJPOT (2,2,12)NN JT MPDBUFE
XJUI JUT DFOUSF BU (13,9,10)NN ăF NFEJVN IBT EFOTJUZ ρ = 103LHN¢Ə BOE UIF XIPMF
TQBDF JT BTTJHOFE B SFGSBDUJWF JOEFY PG n = 1.33 " QFODJM CFBN PG DPIFSFOU MJHIU PG XBWF
MFOHUI 532ON JT JODJEFOU QFSQFOEJDVMBS UP UIF TMBC BU (15,0,10)NNUSBWFMMJOH JO UIF QPTJUJWF
y EJSFDUJPO UIJT JT JNQMFNFOUFE EJSFDUMZ JO UIF .POUF$BSMP TJNVMBUJPOT BOE JO UIF DPSSF
MBUJPO EJĈVTJPO TJNVMBUJPOT UIJT XBT BQQSPYJNBUFE CZ B QPJOUTPVSDF PG DPIFSFOU MJHIU BU B
EJTUBODF PG POF USBOTQPSU NFBO GSFF QBUI VOEFS UIF TVSGBDF BU (1/µ′s ) BT JT TUBOEBSE QSBDUJDF
JO UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO ăF NFEJVN JT JOTPOJđFE CZ B QMBOFXBWF VMUSBTPVOE CFBN
XJUI B (BVTTJBO BNQMJUVEF QSPđMF PG GVMMXJEUI IBMGNBYJNVN PG 4.7NN USBWFMMJOH JO UIF
QPTJUJWF x BYJT XJUI JUT DFOUSF MPDBUFE BU (9,10)NN JO UIF yz QMBOF ăF QFBL BNQMJUVEF
PG UIF CFBN JT 200L1B
*O UIF.POUF$BSMP TJNVMBUJPO 3×109 QIPUPO QBDLFUT XFSF TJNVMBUFE BOE UIF ĔVFODFT
BU UIF [FSPUI BOE đSTU IBSNPOJDT XFSF EJSFDUMZ SFDPSEFE PO UIF NFTI *O UIF đOJUF FMFNFOU
TJNVMBUJPOT FMFWFO SVOT PG UIF GPSXBSENPEFMXFSF FYFDVUFE GPS CPUI UIF P1 BOE4P3 BQQSPYJ
NBUJPOT BU FWFOMZ TQBDFE QPJOUT JO MBHτ PWFS B TJOHMF BDPVTUJD DZDMF ăFVOOPSNBMJTFE đFME
BVUPDPSSFMBUJPO DPFċDJFOU XBT SFDPSEFE BU FBDI OPEF PG UIFNFTI BOE UIJT XBT DPOWFSUFE UP
UIF ĔVFODF WBMVFT BU UIF [FSPUI BOE đSTU IBSNPOJD CZ BQQMJDBUJPO PG B EJTDSFUF DPTJOF USBOT
GPSN *O CPUI DBTFT UIF đSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI XBT UIFO GPVOE CZ UBLJOH UIF SBUJP
PG UIF đSTU UP UIF [FSPUI IBSNPOJD PG UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF ăF SFTVMUBOU đFMET XFSF FWBMV
BUFE JO UIFJS MJOFBSCBTJT PWFS B SFHVMBS HSJE FYUFOEJOH UISPVHIPVU UIF xmy QMBOF BU B IFJHIU
PG z = 10× 10−3 8F XJMM CFHJO CZ JOTQFDUJOH UIF ĔVFODF EJTUSJCVUJPOT JO FBDI PG UIF JOEJ
WJEVBM IBSNPOJDT
'JHVSFT Ɛƍ UISPVHI ƐƏ TIPX UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF EJTUSJCVUJPO BU UIF [FSPUI IBSNPOJD
GPS UIF.POUF$BSMP TJNVMBUJPO UIF P1 BQQSPYJNBUJPO BOE UIF 4P3 BQQSPYJNBUJPO FBDI EJT
QMBZFE UP UIF TBNF DPMPVS TDBMFƍ %BTIFE MJOFT JOEJDBUF UIF FYUFOU PG UIF VMUSBTPVOE đFME
ƍăF TUSJBUJPOT WJTJCMF JO UIF JNBHFT BSF B HSBQIJDBM BSUFGBDU BOEXIJMTU PG B TJNJMBS TDBMF UP UIF VMUSBTPVOE
XBWFMFOHUI BSF OPU BO FĈFDU PG UIF JOTPOJđDBUJPO
ƐƏ 3FTVMUT ƕƔ
'JHVSF Ɛƍ ;FSPUI IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF SFGFSFODF
.POUF$BSMP TJNVMBUJPO
'JHVSF ƐƎ ;FSPUI IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF TUBOEBSE
DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD
NFUIPE
ƐƏ 3FTVMUT ƕƕ
'JHVSF ƐƏ ;FSPUI IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G0(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF UIJSE
PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVB
UJPO
ăF NPTU OPUJDFBCMF EJĈFSFODF CFUXFFO UIF UXP TJNVMBUJPOT JT TFFO BSPVOE UIF TPVSDF SF
HJPO ăJT JT VOTVSQSJTJOH HJWFO UIF BQQSPYJNBUJPO PG B DPMMJNBUFE TPVSDF VTFE JO FBDI PG UIF
TQIFSJDBM IBSNPOJD BQQSPYJNBUJPOT UIF QPJOUTPVSDF JO FBDI PG đHVSFT ƐƎ BOE ƐƏ JT WJTJCMF
JO UIF EJBHSBNT BT UIF SFHJPO PG HSFBUFTU DPSSFMBUJPO ĔVFODF ăF P1 TJNVMBUJPO EFNPOTUSBUFT
B TMJHIUMZ SFEVDFE DPSSFMBUJPO ĔVFODF BU BSFBT GBS GSPN UIF TPVSDF XIFO DPNQBSFE UP UIF
.POUF$BSMP BOE 4P3 TJNVMBUJPOT
'JHVSFT ƐƐ UISPVHI Ɛƒ TIPX UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF EJTUSJCVUJPO BU UIF đSTU IBSNPOJD
GPS FBDI PG UIF TJNVMBUJPOT ăFTF đHVSFT EFNPOTUSBUFNPSF TJHOJđDBOU EJĈFSFODFT UIBOXFSF
TFFO BU UIF [FSPUI IBSNPOJD *U JT JNNFEJBUFMZ FWJEFOU UIBU UIF 4P1 BQQSPYJNBUJPO TJHOJđ
DBOUMZ PWFSFTUJNBUFT UIF đSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF XIFO DPNQBSFE XJUI CPUI UIF
SFGFSFODF.POUF$BSMP TJNVMBUJPO BOE UIF 4P3 BQQSPYJNBUJPO ăJT FYQMBJOT UIF SFEVDFE [F
SPUI PSEFS DPSSFMBUJPO ĔVFODF JO UIF P1 BQQSPYJNBUJPO UIF FOFSHZ JO UIF ĔVFODF JO UIF đSTU
IBSNPOJD JT TPVSDFE GSPN UIF JOQVU FOFSHZ BU UIF [FSPUI IBSNPOJD 4NBMM DPOUPVS QFSUVS
CBUJPOT JO UIF đSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF BSF TFFO JO CPUI PG UIF TQIFSJDBM IBSNPOJD
BQQSPYJNBUJPOT B HSFBUFS SFEVDUJPO JT TFFO JO UIF 4P3 BQQSPYJNBUJPO XIJDI XF FYQFDU UP
QSPWJEF JNQSPWFE QFSGPSNBODF BU IJHIFS BCTPSQUJPO WBMVFT ăJT SFEVDUJPO PG DPSSFMBUJPO
ĔVFODF JT OPU TFFO JO UIF.POUF$BSMP SFTVMU EVF UP UIF TQBUJBM BWFSBHJOH SFRVJSFE UP TNPPUI
UIF TPMVUJPO
'JHVSFT ƐƓ UISPVHI Ɛƕ TIPX UIF NPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO GPS FBDI PG UIF TJNVMB
UJPOT ăF đSTU đHVSF JOEJDBUFT UIF SFGFSFODF TPMVUJPO $MPTF UP UIF TPVSDF QPTJUJPO UIF NPE
ƐƏ 3FTVMUT ƍƌƌ
'JHVSF ƐƐ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF SFGFSFODF
.POUF$BSMP TJNVMBUJPO
'JHVSF ƐƑ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF TUBOEBSE
DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD
NFUIPE
ƐƏ 3FTVMUT ƍƌƍ
'JHVSF Ɛƒ 'JSTU IBSNPOJD DPSSFMBUJPO ĔVFODF 	log10G1(r)
 BT DBMDVMBUFE CZ UIF UIJSE PSEFS
TJNQMJđFE TQIFSJD IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPSSFMBUJPO USBOTQPSU FRVBUJPO
'JHVSF ƐƓ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO .%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF SFGFSFODF .POUF$BSMP TJNVMBUJPO
ƐƏ 3FTVMUT ƍƌƎ
'JHVSF ƐƔ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO .%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF TUBOEBSE DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO FRVJWBMFOU UP đSTU PSEFS TJNQMJđFE
TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE /PUF UIBU UIF DPMPVS TDBMF JT MJNJUFE UP UIBU PG UIF SFGFSFODF
TPMVUJPO
'JHVSF Ɛƕ *OUFSOBM đSTU IBSNPOJD NPEVMBUJPO EFQUI EJTUSJCVUJPO .%(r) <> BT DBMDVMBUFE
CZ UIF UIJSE PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJD IBSNPOJD 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO UP UIF DPSSFMBUJPO USBOT
QPSU FRVBUJPO
ƐƏ 3FTVMUT ƍƌƏ
'JHVSF Ɛƍƌ 1FSDFOUBHF FSSPS NPEVMBUJPO EFQUI CFUXFFO P1 DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJ
NBUJPO BOE SFGFSFODF .POUF$BSMP TPMVUJPO
VMBUJPO EFQUI JT TVQQSFTTFE CZ UIF MBSHF BNPVOU PG VONPEVMBUFE MJHIU CFJOH EJSFDUFE JOUP UIF
NFEJVN ăF NPEVMBUJPO EFQUI QFBLT JO UIF EJSFDUMZ JOTPOJđFE SFHJPOT GVSUIFTU GSPN UIF
TPVSDF MPDBUJPO "XBZ GSPN CPUI UIF TPVSDF BOE UIF BDPVTUJD JOTPOđDBUJPO UIF NPEVMBUJPO
EFQUI TUBCJMJTFT BOE CFDPNFT NPSF VOJGPSN  XIJMTU BMM PG UIF IBSNPOJDT BSF CFJOH BUUFO
VBUFE JO UIFTF SFHJPOT UIJT PDDVST QSPQPSUJPOBMMZ TVDI UIBU UIF NPEVMBUJPO EFQUI SFNBJOT
DPOTUBOU 8F TFF HPPE BHSFFNFOU XIFO DPNQBSJOH UIF 4P3 TJNVMBUJPO PG đHVSF Ɛƕ XJUI UIF
SFGFSFODF.POUF$BSMP TJNVMBUJPO PG đHVSF ƐƐ ăF ATUFBEZTUBUF NPEVMBUJPO EFQUI PG DJSDB
0.2 NBUDIFT VQ XJUI UIF SFGFSFODF TPMVUJPO BT EPFT UIF QFBL NPEVMBUJPO BU BSPVOE 0.25 *O
đHVSF ƐƔ XF đOE UIBU UIF PSJHJOBM P1 TJNVMBUJPO QFSGPSNT MFTT XFMM UIF NPEVMBUJPO EFQUI
UISPVHI UIF EPNBJO JT PWFSFTUJNBUFE XIFO DPNQBSFE XJUI UIF SFGFSFODF TPMVUJPO /PUF
UIBU UIF MBSHF XIJUF SFHJPO JO UIF đHVSF JT EVF UP MJNJUJOH PG UIF DPMPVS TDBMF UP UIF SFGFSFODF
TPMVUJPO 8FXJMM DPNQBSF UIFTF FSSPST NPSF DBSFGVMMZ JO UIF GPMMPXJOH đHVSFT XIJDI QMPU UIF
QFSDFOUBHF EJĈFSFODF CFUXFFO UIF đOJUFFMFNFOU BOE .POUF$BSMP TJNVMBUJPOT
*O đHVSF Ɛƍƌ UIF PWFSFTUJNBUJPO PG UIF DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO JT FWJEFOU
"O FYQFDUFE FSSPS JT TFFO OFBS UP UIF TPVSDF MPDBUJPO CVU EFFQ JO UIF NFEJVN XIFSF UIF
DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO FRVBUJPO TIPVME QSPWJEF B SFBTPOBCMF BQQSPYJNBUJPO UIF NPEVMBUJPO
EFQUI JT DBMDVMBUFEXJUI BQQSPYJNBUFMZ BO 80% FSSPS 'VSUIFSNPSF XF OPUF UIBU BO JODSFBTFE
FSSPS JT GPVOE DMPTF UP UIF SFHJPO PG IJHI BCTPSQUJPO *O đHVSF Ɛƍƍ UIF 4P3 BQQSPYJNBUJPO
JT TIPXO UP QSPWJEF B TPMVUJPO NVDI DMPTFS UP UIF SFGFSFODF *O UIF SFHJPO PG JOTPOJđDBUJPO
B NBYJNVN FSSPS PG BQQSPYJNBUFMZ 20% JT GPVOE %FFQFS JOUP UIF NFEJVN UIF NPEVMBUJPO
EFQUI JT VOEFSFTUJNBUFE CZ UIJT BQQSPYJNBUJPO CZ BSPVOE 30%
ƐƐ $PODMVTJPOT ƍƌƐ
'JHVSF Ɛƍƍ 1FSDFOUBHF FSSPS NPEVMBUJPO EFQUI CFUXFFO 4P3 BQQSPYJNBUJPO BOE SFGFSFODF
.POUF$BSMP TPMVUJPO
ƐƐ $PODMVTJPOT
*O UIJT DIBQUFS XF IBWF QSPWJEFE B GVMM EFSJWBUJPO PG B DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO
PSJHJOBMMZ QSPQPTFE CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƔ> ăJT FRVBUJPO IBT CFFO EFSJWFE XJUI HFO
FSBMJUZ TVDI UIBU JU DBO CF VTFE UP DBMDVMBUF IJHIFS PSEFS QIBTF JODSFNFOUT
8F IBWF BMTP UBLFO BO BMUFSOBUJWF BQQSPBDI JO XIJDI UIF QIBTF JODSFNFOUT XFSF BWFS
BHFE PWFS BOHMF ăJT IBT QFSNJUUFE UIF EJSFDU VTF PG BO BOJTPUSPQJD QIBTF GVODUJPO JO B TUBO
EBSE EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO ăJT BQQSPBDI BMTP QFSNJUUFE BQQSPYJNBUJPO CZ UIF TJNQMJ
đFE TQIFSJDBM IBSNPOJD NFUIPE
4JHOJđDBOU FSSPST XFSF GPVOE JO UIF BOJTPUSPQJD TJNVMBUJPO VTJOH UIF EJĈVTJPO 	PS đSTU
PSEFS TJNQMJđFE TQIFSJDBM IBSNPOJD
 BQQSPYJNBUJPO ăF UIJSE PSEFS 	4P3
 BQQSPYJNBUJPO
EFNPOTUSBUFE HPPE BHSFFNFOU XJUI UIF.POUF$BSMP TPMVUJPO IPXFWFS ăFTF SFTVMUT BSF PG
QBSUJDVMBS WBMVF EFTQJUF GVSUIFS BQQSPYJNBUJPO PG UIF QIBTF JODSFNFOU UIF JNQSPWFENPEFM
DBO CF TPMWFE XJUIPVU TJHOJđDBOU BEEJUJPOBM DPNQVUBUJPOBM FĈPSU ăJT NPEFM DPVME FBTJMZ
CF FYUFOEFE UP B IJHIFS PSEFS JO UFSNT PG CPUI UIF MJHIU USBOTQPSU 	CZ JODMVTJPO PGNPSF UFSNT
JO UIF 4PN TFSJFT
 BOE BMTP PG UIF BDPVTUPPQUJD QIBTF JODSFNFOU 	CZ JODMVTJPO PGNPSF UFSNT
JO h(r,τ)N 

$IBQUFS Ƒ
-JOFBS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO JO VMUSBTPVOE
NPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ
Ƒƍ *OUSPEVDUJPO
ăFQVSQPTF PG JNBHJOH BOE TFOTJOH UFDIOJRVFT TVDI BT VMUSBTPVOENPEVMBUFEPQUJDBM UPNPH
SBQIZ JT UIF QSPEVDUJPO PG JNBHFT PS TQBUJBMMZ EFđOFE RVBOUJUBUJWF NFBTVSFNFOUT PG TPNF
QBSBNFUFS PG JOUFSFTU *O UIF đFME PG PQUJDBM CJPNFEJDBM JNBHJOH UIJT JT UZQJDBMMZ BO JNBHF PG
UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO DPFċDJFOU XJUIJO B EJĈVTF NFEJVN BU POF PS NPSF XBWFMFOHUIT ăF
WBTUMZ EJĈFSFOU TQBUJBM SFTPMVUJPOT PG UIF BDPVTUJD BOE EJĈVTF PQUJDBM BTQFDUT PG VMUSBTPVOE
NPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ FODPVSBHFT WBSJPVT BQQSPBDIFT UP UIF HFOFSBUJPO PG JNBHFT
PS TQBUJBMMZ MPDBMJTFE NFBTVSFNFOUT EFQFOEJOH VQPO UIF OBUVSF PG UIF PQUJDBM DPOđHVSBUJPO
BOE VMUSBTPVOE FYDJUBUJPO
ăF NPTU CBTJD BQQSPBDI JT UIBU PG EJSFDU NBQQJOH XIFO UIF NFBTVSFNFOU JOIFSFOUMZ
QPTTFTFT TVċDJFOU BOE DPOUSPMMBCMF TQBUJBM TFMFDUJWJUZ B NFBTVSFE EBUVN NBZ CF BTTJHOFE EJ
SFDUMZ UP UIF SFHJPO PG BTTVNFE TFOTJUJWJUZ JO BO JNBHF ăJT BQQSPBDI JT DPNNPO JO TZTUFNT
XIFSF UIF FOFSHZ XIJDI JT VTFE UP QSPCF UIF TZTUFN USBWFMT JO TUSBJHIU MJOFT XJUIPVU EJĈVTF
SFĔFDUJPO GSPN JOUFSGBDFT PS NVMUJQMF TDBUUFSJOH CZ B QBSUJDJQBUJOH NFEJVN 'PS FYBNQMF BO
VMUSBTPVOE JNBHF NBZ CF DPOTUSVDUFE GSPN NVMUJQMF "MJOFT UIF TJHOBMT GSPN XIJDI BSF BT
TVNFE UP SFĔFDU UIF DIBOHF JO UIF BDPVTUJD QSPQFSUJFT PG UIF NFEJVN QFSQFOEJDVMBS UP UIF
USBOTEVDFS GBDF " TUBOEBSE UXPEJNFOTJPOBM 9SBZ JT BOPUIFS FYBNQMF JO XIJDI UIF EJSFD
UJWJUZ PG UIF QSPCF JT BTTVNFE JO PSEFS UIBU BO JNBHFNBZ CF GPSNFE EJSFDUMZ 	UIJT JT DPNNPO
UP NPTU PQUJDBMJNBHJOH TZTUFNT
 *O B TFOTJOH BQQMJDBUJPO UIF AJNBHF JT FTTFOUJBMMZ B TJOHMF
SFHJPO CVU UIF JNQMJDJU BTTVNQUJPO PG TQBUJBM SFTPMVUJPO SFNBJOT "O FYBNQMF PG B TFOTJOH
BQQMJDBUJPO JT UIF VCJRVJUPVT QVMTF PYJNFUFS UIJT JOTUSVNFOU SFMJFT VQPO UIF EJĈFSFOUJBM BC
TPSQUJPO PG UXP XBWFMFOHUIT PG MJHIU XIJDI QSPQBHBUF EJĈVTFMZ XJUIJO UIF UJTTVF " NFB
TVSFNFOU JT NBEF XJUI UIF JNQMJDJU 	BOE JO UIJT DBTF SFBTPOBCMF
 BTTVNQUJPO UIBU UIF MJHIU
TBNQMFT B SFHJPO PG UJTTVF UIBU JT QFSGVTFE XJUI B SFQSFTFOUBUJWF TBNQMF PG CMPPE
ƍƌƑ
Ƒƍ *OUSPEVDUJPO ƍƌƒ
*O FBDI PG UIFTF DBTFT UIFNFBTVSFNFOUNBZ CF B QSPYZ GPS UIF QBSBNFUFS JO UIF FYBNQMF
PG B TUBOEBSE UXPEJNFOTJPOBM 9SBZ UIF USBOTGPSNBUJPO GPS UIFNFBTVSFE EBUB 	UIF JOUFHSBMT
PG 9SBZ BCTPSQUJPO BMPOH QBUIT GSPN UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS
 UP UIF SFMFWBOU QBSBNFUFS
	TVDI BT UIF QSFTFODF PG CPOF
 JT NBEF CZ UIF QFSTPO JOUFSQSFUJOH UIF 9SBZ 'VSUIFSNPSF
QSPDFTTJOH TVCTFRVFOU UP BDRVJTJUJPO PG UIF NFBTVSFE EBUB NBZ CF BQQMJFE UP USBOTGPSN UIF
NFBTVSFNFOU JOUP B NPSF VTFGVM GPSN B TFU PG UXPEJNFOTJPOBM 9SBZT NBZ CF USBOTGPSNFE
UP QSPEVDF DSPTT TFDUJPOBM JNBHFT CZ UPNPHSBQIJD SFDPOTUSVDUJPO
*O 605 UIF TFOTJUJWJUZ PG UIF TZTUFN JT EFđOFE BQQSPYJNBUFMZ CZ UIF QSPEVDU PG UIF PQ
UJDBM TFOTJUJWJUZ BOE BDPVTUJD BNQMJUVEF JO UIF TZTUFN %FQFOEJOH VQPO UIF BQQMJDBUJPO UIF
TQBUJBM SFTPMVUJPO BĈPSEFE CZ B GPDVTTFE PS UJNF HBUFE VMUSBTPVOE đFME JT BSHVBCMZ TVċDJFOU
UP EFMJOFBUF SFHJPOT PG CJPMPHJDBM JOUFSFTU *G XF OFHMFDU BDPVTUJD BCTPSQUJPO BOE BTTVNF B DPO
TUBOU VMUSBTPVOE FYDJUBUJPO BNQMJUVEF QSPCFT FBDI SFHJPO JO B HJWFO FYQFSJNFOU B 605 JN
BHF QSPEVDFE WJB EJSFDU NBQQJOH SFDPSET UIF TDBMFE PQUJDBM TFOTJUJWJUZ JO UIF NFEJVN 	SBUIFS
UIBO UIF PQUJDBM BCTPSQUJPO

*O USBOTNJTTJPO NPEF DPOđHVSBUJPOT PG B 605 FYQFSJNFOU XJUI B MBSHF PQUJDBM ÊUFOEVF
	TVDI BT UIPTF FNQMPZJOH QIPUPSFGSBDUJWF <Ǝƒ ƍƌƎ ƍƌƕ> TQFDUSBMIPMF CVSOJOH <ƔƎ> $$%
<ƓƓ> EJHJUBM IPMPHSBQIZ <Ƒƍ> PS TQFDLMF DPOUSBTU <Ɣƌ> CBTFE EFUFDUJPO NFDIBOJTNT
 UIF PQ
UJDBM TFOTJUJWJUZ UISPVHI BO IPNPHFOFPVT NFEJVN USBOTWFSTF UP UIF PQUJDBM BYJT JT SFMBUJWFMZ
DPOTUBOU XIFO DPOUSBTUFE XJUI UIF FYQPOFOUJBMMZ WBSZJOH TFOTJUJWJUZ QBSBMMFM UP UIF BYJT PG
MJHIU DPMMFDUJPO 4JODF PQUJDBM BCTPSCFST FNCFEEFE JO B UVSCJE SFHJPO SFEVDF UIF PQUJDBM TFO
TJUJWJUZ PG UIF TZTUFN JO UIFJS WJDJOJUZ B USBOTWFSTF TDBO PG UIF VMUSBTPVOE QSPCF DBO QSPWJEF
VTFGVM JNBHFT PG UIF FNCFEEFE BCTPSCFST 'FX EFNPOTUSBUJPOT IBWF CFFO QSPWJEFE PG NPSF
DPNQMJDBUFE BCTPSQUJPO QBUUFSOT JO XIJDI TIBEPXJOH PG UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ NBZ EJTUPSU
UIF JNBHF PS PG TZTUFNT XIFSF BO JNBHF JT HFOFSBUFE CZ B TDBO QBSBMMFM UP UIF PQUJDBM BYJT JO
B IJHI ÊUFOEVF TZTUFN
*O MPX ÊUFOEVF TZTUFNT UIBU FNQMPZ QPJOUMJLF TPVSDF BOEPS EFUFDUJPONFDIBOJTNT UIF
PQUJDBM TFOTJUJWJUZ WBSJFT TJHOJđDBOUMZ UISPVHIPVU UIF JNBHF JO BMM PQUJDBM DPOđHVSBUJPOT BOE
TDBO EJSFDUJPOT JSSFTQFDUJWF PG UIF IPNPHFOFJUZ PG UIF NFEJVN *O UIF DPOUFYU PG 605 UIJT
QPJOU XBT IJHIMJHIUFE TVDDJODUMZ CZ UIF JNBHFT QSPEVDFE CZ -FW BOE 4GF[ <ƓƑ Ɠƒ> *O UIJT
DBTF BOE JO UIBU PG B IJHI ÊUFOEVF TZTUFN XJUI TJHOJđDBOU IFUFSPHFOFJUZ UIF GVOEBNFOUBM
QSPCMFN JT UIBU UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ PG UIF TZTUFN JT OPU VOJGPSN
*O UIF DBTF PG QVSF EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ 	%05
 JU JT UIF WFSZ OPOVOJGPSNJUZ PG
UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUZ XIJDI JT VTFE UP HFOFSBUF JNBHFT PG PQUJDBM BCTPSQUJPO *O %05 JU JT
SFDPHOJTFE UIBU UIF TQBUJBM SFTPMVUJPO GPS B QBJS PG QPJOUMJLF PQUJDBM TPVSDF BOE EFUFDUPS JT
VOTVJUBCMF GPS EJSFDU JNBHF SFDPOTUSVDUJPO BOE JOTUFBE B NPEFMCBTFE JOWFSTJPO QSPDFEVSF
JT FNQMPZFE *O UIF NPTU HFOFSBM TFOTF UIJT BQQSPBDI FNQMPZT B GPSXBSE NPEFM UP QSFEJDU
UIF TQBUJBM TFOTJUJWJUZ PG UIF NFBTVSFNFOU BOE UIJT JT VTFE UP ESJWF UIF VQEBUF PG BO JNBHF
CBTFE VQPO UIF NFBTVSFE EBUB ăF %05 QSPCMFN SFNBJOT JMMQPTFE BOE BQSJPSJ JOGPSNB
UJPO SFHBSEJOH UIF TPMVUJPO JT UZQJDBMMZ JNQPTFE UP DPOTUSBJO UIF SFDPOTUSVDUJPO " TJNJMBS
BQQSPBDI XBT UBLFO JO 605 CZ #SBUDIFOJB FU BM <ƎƔ>
ƑƎ ăFPSZ ƍƌƓ
'JHVSF Ƒƍ *MMVTUSBUJPO PG UIF GPSN PG UIF NFBTVSFNFOU JO BVUPDPSSFMBUJPO 605 ăF %$
BOE"$NFBTVSFNFOU UZQFT BSF GPVOE GSPN UIF OPOEFDBZJOH BVUPDPSSFMBUJPO ĔVYNFBTVSFE
PO UIF CPVOEBSZ PG B TUBUJDNFEJVN 	CMBDL MJOF
 " đUUJOH BMHPSJUINNVTU CF VTFE JO UIF DBTF
PG NFBTVSFNFOUT JO B ĔVJE FYIJCJUJOH EFDPSSFMBUJPO UP #SPXOJBO NPUJPO 	HSFZ MJOF

*O UIJTXPSLXF TQFDJđDBMMZ DPOTJEFS UIF DBTF PG TJOHMF đCSFQPJOUTPVSDF BOEQPJOUEFUFDUPS
NFBTVSFNFOUT PG UIF đFME BVUPDPSSFMBUJPO VOEFS NPOPDISPNBUJD BDPVTUJD FYDJUBUJPO *O
DIBQUFST Ə BOE Ɛ XF FYBNJOFE BMUFSOBUJWF GPSXBSE NPEFMT XIJDI EFTDSJCF UIF BDPVTUPPQUJD
FĈFDU JO VMUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ *O UIJT DIBQUFS XF XJMM BQQMZ UIF UFDI
OJRVFT UZQJDBMMZ FNQMPZFE JO %05 UP EFWFMPQ B CBTJD BOE SPCVTU NPEFMCBTFE JNBHF SFDPO
TUSVDUJPO BQQSPBDI UIBU PG B MJOFBS EJĈFSFODFEBUB SFDPOTUSVDUJPO UP BVUPDPSFMBUJPO 605
ƑƎ ăFPSZ
ƑƎƍ "VUPDPSSFMBUJPO NFBTVSFNFOUT
*O BO BVUPDPSSFMBUJPO CBTFE 605 FYQFSJNFOU XF NFBTVSF UIF MBH 	τ
 EFQFOEFOU BVUPDPSSF
MBUJPO PG UIF ĔVY FYJUJOH UIF NFEJVN BU B QBSUJDVMBS MPDBUJPO 	r
 PO UIF CPVOEBSZ y(r,τ)
r ∈ δΩ JO SFTQPOTF UP UIF JOTPOJđDBUJPO PG UIF DPIFSFOUMZ JMMVNJOBUFE NFEJVN *O QSBDUJDF
UIJT WBMVFNVTU CF EFSJWFE GSPN UIF JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO WJB UIF 4FJHFSU SFMBUJPO
<ƍƕ> /FHMFDUJOH BO FYQPOFOUJBM EFDBZ JO UIF DPSSFMBUJPO GVODUJPO EVF UP #SPXOJBO NPUJPO
UIF EBUB DPOUBJO BO PTDJMMBUPSZ DPNQPOFOU BU UIF BDPVTUJD GSFRVFODZ BOE JUT IBSNPOJDT UIJT
JT EFQJDUFE JO đHVSF Ƒƍ *O UIJT XPSL XF DPOTJEFS VMUSBTPVOE QSFTTVSFT PG BNQMJUVEFT TNBMM
FOPVHI UP FOTVSF UIBU POMZ UIF GVOEBNFOUBM GSFRVFODZ JT TJHOJđDBOU NPSF EFUBJMT PG UIF BT
TVNQUJPOT FNQMPZFE BSF QSFTFOUFE MBUFSXIFOXF DPOTJEFS UIF GPSXBSENPEFM JO TFDUJPOƑƎƏ
8F DPOTJEFS UISFF NFBTVSFNFOU UZQFT
ƍ y(r)%$ =GΓ%$(r) JT FRVBM UP UIF DPOUJOVPVT XBWF %05 JOUFOTJUZ
Ǝ y(r)"$ =GΓ"$(r) JT UIF "$ DPSSFMBUJPO ĔVY
Ə m(r) = GΓ"$(r)/G
Γ
%$(r) JT UIF NPEVMBUJPO EFQUI ĔVY XIJDI JT EFđOFE BT UIF RVP
UJFOU PG UIF QSFWJPVT UXP RVBOUJUJFT
ƑƎ ăFPSZ ƍƌƔ
ƑƎƎ -JOFBS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO
*O UIJT XPSL XF XJMM FNQMPZ B MJOFBS 	EJĈFSFODF EBUB
 SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVF 8IJMTU
TUSJDUMZ MJNJUFE UP UIF SFDPWFSZ PG RVBMJUBUJWF JOGPSNBUJPO <ƎƑ> JUT TJNQMF GPSNVMBUJPO BMMPXT
VT UP JOWFTUJHBUF NBOZ CBTJD BTQFDUT PG UIF 605 JOWFSTPO JODMVEJOH JUT TFOTJUJWJUZ UP OPJTF
BOE UIF FĈFDUT PG UIF BQSJPSJ JOGPSNBUJPO SFRVJSFE UP DJSDVNWFOU UIF JMMQPTFEOFTT PG UIF
VOEFSMZJOH QSPCMFN
$POTJEFS B UVSCJE NFEJVN QBSBNFUFSJTFE CZ JUT TQBUJBMMZ WBSZJOH BCTPSQUJPO DPFċDJFOU
x(r) =µa(r) ăFNFBTVSFE EBUB y(r,τ) BSF GPVOE CZ BQQMJDBUJPO PG UIF OPOMJOFBS PQFSBUPS
F 
y(r,τ) = F (τ)[x(r)]. 	Ƒƍ

ăF PQFSBUPS F JODPSQPSBUFT UIF QIZTJDT PG UIF QSPCMFN VOEFS UIF HJWFO QBSBNFUFSJTBUJPO
UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT B HJWFO TFU PG PQUJDBM TPVSDFT BOE EFUFDUPST BOE B QBSUJDVMBS VMUSB
TPVOE DPOđHVSBUJPO
*O B MJOFBS SFDPOTUSVDUJPO XF UZQJDBMMZ DPOTJEFS UIF DIBOHF JO B NFBTVSFNFOU ∆y =
y(r,τ)− y0(r,τ) CSPVHIU BCPVU CZ B QFSUVSCBUJPO JO UIF QBSBNFUFST∆x(r) = x(r)− x0(r)
&YQBOEJOH FRVBUJPO Ƒƍ JO B 5BZMPS TFSJFT BSPVOE x0 BOE ESPQQJOH UIF TQBUJBM BOE MBH EFQFO
EFOU OPUBUJPO NPNFOUBSJMZ
y = y0 + F
′[x0](x − x0)+
1
2
(x − x0)T F ′′[x0](x − x0)+ . . . , 	ƑƎ

BOE UIFO EJTDPVOUJOH UIF IJHIFS PSEFS UFSNT BOE SFBSSBOHJOH XF HFU
∆x(r)≈ (F (τ)′[x0])−1∆y(r,τ). 	ƑƏ

F ′ JT UIF đSTUPSEFS 'SFʂIFU EFSJWBUJWF PG UIF GPSXBSE NPEFM <ƍƎ> *O UIF DBTF PG UIF NPEVMB
UJPO EFQUI NFBTVSFNFOU
m(r) =
y(r)"$
y(r)%$
= 1− F (T /2)[x(r)]
F (0)[x(r)]
. 	ƑƐ

&YQBOEJOH UIJT FYQSFTTJPO JO B TFSJFT BSPVOE B CBTFMJOF x0 EJTDPVOUJOH IJHIFS PSEFS UFSNT
BOE SFBSSBOHJOH
∆x(r) =
⎡⎣ y0(r)"$F (0)′[x0]− y0(r)%$F (T /2)′[x0]!
y0(r)%$
"2
⎤⎦−1∆m(r). 	ƑƑ

0VS UBTL JT UIVT UP EFWFMPQ BO FYQSFTTJPO GPS F ′ JO UIJT XPSL XF XJMM EFWFMPQ UIF EJTDSFUF
GPSN PG UIJT PQFSBUPS XIJDI JT UIF +BDPCJBO NBUSJY J <ƍƐ> ăF JOWFSTJPO QSPDFEVSF PG FRVB
UJPO ƑƏ 	PS JUT FRVJWBMFOU NPEVMBUJPO EFQUI GPSNVMBUJPO
 JT UIFO HJWFO CZ
∆xk = (J(τ)[x0]mk )
−1∆ym . 	Ƒƒ

ƑƎ ăFPSZ ƍƌƕ
ƑƎƏ 'PSXBSE NPEFM
*O DIBQUFS Ɛ XF QSPWJEFE B GVMM EFSJWBUJPO GPS B EJĈVTJPO TUZMF BQQSPYJNBUJPO UP B DPSSFMB
UJPO USBOTQPSU FRVBUJPO PSJHJOBMMZ QSPQPTFE CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH <ƍƍƔ> *O UIJT DIBQUFS
XF FNQMPZ UIF BOJTPUSPQJD DPSSFMBUJPO EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO XJUI TFDPOE PSEFS QIBTF QFS
UVSCBUJPOT BT PVS GPSXBSE NPEFM 8F SFTUBUF UIF QFSUJOFOU UIFPSZ IFSF CVU SFGFS UIF SFBEFS
UP UIF QSFWJPVT DIBQUFS GPS EFUBJMT PG UIF MJNJUBUJPOT BOE BTTVNQUJPOTNBEF EVSJOH UIF EFSJWB
UJPO 'SPN FRVBUJPO ƐƐƓ PVS NPEFM PG UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF JO UIF EPNBJO JT HJWFO CZ7−∇ ·D∇+µa +µ′s h2(r,τ)8G(r,τ) = S0(r,τ). 	ƑƓ

XIFSF h2(r,τ) EFđOFE JO DIBQUFS Ɛ JT QSPQPSUJPOBM UP UIF TRVBSF PG UIF BQQMJFE BDPVTUJD
đFME QSFTTVSFG(r,τ) JT UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF JO UIFNFEJVN S0 JT BO JTPUSPQJD TPVSDF UFSN
µ′s =µs (1− g ) JT UIF SFEVDFE TDBUUFSJOH DPFċDJFOU BOE g JT UIF TDBUUFSJOH BOJTPUSPQZ D =
(3µ′s )
−1 JT UIF EJĈVTJPO DPFċDJFOU XIJDI XF IBWF NPEJđFE GSPN UIF PSJHJOBM GPSN HJWFO JO
DIBQUFS Ɛ CZ FYQMPJUJOH UIF GBDU UIBU UIF EJĈVTJPO BQQSPYJNBUJPO JT WBMJE POMZ GPS µs ≫ µa 
ăJT GVSUIFS BQQSPYJNBUJPO XJMM TMJHIUMZ TJNQMJGZ UIF JNBHF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFEVSF UP CF
PVUMJOFE JO UIJT DIBQUFS 'PS NPSF EFUBJMT PO UIF OBUVSF PG UIF EJĈVTJPO DPFċDJFOU B UPQJD
XIJDI IBT HFOFSBUFE DPOTJEFSBCMF EFCBUF TFF FH <Ɠ ƍƓ Əƒ ƏƓ ƐƐ ƐƔ>
4PVSDFT CPVOEBSZ DPOEJUJPOT BOE EFUFDUPST
" DPMMJNBUFE TPVSDF PG DPIFSFOU MJHIU JT BQQSPYJNBUFE CZ BO JTPUSPQJD QPJOU TPVSDF MPDBUFE BU
B EFQUI 1/µ′s CFMPX UIF JODJEFOU TVSGBDF 8F FNQMPZ BNPEJđFE 3PCJO CPVOEBSZ DPOEJUJPO
G(r,τ)+ 2Anˆ ·D∇G(r,τ) = 0, r ∈ δΩ 	ƑƔ

XIFSF nˆ JT UIF PVUXBSE OPSNBM UP UIF CPVOEBSZ BU r BOEAEFQFOET VQPO UIF SFGSBDUJWF JOEFY
NJTNBUDI BDSPTT UIF CPVOEBSZ <ƍƎƐ> ăF PVUHPJOH DPSSFMBUJPO ĔVY JT HJWFO CZ
y(r,τ) =−n ·D∇G(r,τ), r ∈ δΩ. 	Ƒƕ

*O UIF DBTF PG BO JOEFYFE NBUDIFE CPVOEBSZ XIFSF A = 1 FRVBUJPOT ƑƔ BOE Ƒƕ NBZ CF
DPNCJOFE UP HJWF
y(r,τ) =
1
2
G(r,τ), r ∈ δΩ, A= 1. 	Ƒƍƌ

'JOJUFFMFNFOU JNQMFNFOUBUJPO
8F XJMM FNQMPZ UIF TBNF đOJUFFMFNFOU BQQSPBDI UP UIF TPMVUJPO PG UIF GPSXBSE QSPCMFN BT
XBT EFUBJMFE JO DIBQUFS Ɛ )BWJOH EFSJWFE UIF XFBL GPSN PG UIF FRVBUJPOT BOE EFTDSJUTFE UIF
EPNBJO XF BSSJWFE JO FRVBUJPO ƐƓƌ BU BO FYQSFTTJPO GPS UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF UISPVHIPVU
UIF EPNBJO
A(τ)[x]G(τ) = q 	Ƒƍƍ

ƑƎ ăFPSZ ƍƍƌ
5P NBLF B NFBTVSFNFOU BU B QPJOU ri FRVBUJPO Ƒƍƌ JT JNQMFNFOUFE CZ B MJOFBS PQFSBUPSDT
JO XIJDI UIF BQQSPQSJBUF FMFNFOUT PG UIF SPX WFDUPS BSF JOJUJBMJTFE DTj = 1/2uj (ri ) 8F
NBZ OPX FYQSFTT B TJOHMF NFBTVSFNFOU PG FRVBUJPO Ƒƍ JO B EJTDSFUF GPSN
y(τ)m = F(τ)[x]m =D
T
mA(τ)[x]
−1
m qm . 	ƑƍƎ

ăF TVCTDSJQU m JOEJDBUFT UIBU UIJT FYQSFTTJPO DPOTJEFST B TJOHMF 605 FYQFSJNFOU JOWPMWJOH
POF TPVSDF MPDBUJPO r j ,m  POF EFUFDUPS MPDBUJPO ri ,m  BOE B TJOHMF VMUSBTPVOE QSFTTVSF EJTUSJ
CVUJPO p(r,τ)m  'PS B TJOHMF NFBTVSFNFOU UIF MJOFBS JOWFSTJPO PG FRVBUJPO ƑƏ NBZ UIVT CF
XSJUUFO
∆x≈ 7(DTmA(τ)[x0]−1m qm)′8−1∆y(τ)m . 	ƑƍƏ

ƑƎƐ $PSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT BOE UIF +BDPCJBO
*O FRVBUJPO ƑƍƏ UIF UFSN (DTmA(τ)[x0]
−1
m qm)
′ SFQSFTFOUT UIF TFOTJUJWJUZ PG UIF NFBTVSF
NFOU UP B QFSUVSCBUJPO JO UIF QBSBNFUFST PG UIF GPSXBSE NPEFM *O UIF DPOUFYU PG EJĈVTF PQ
UJDBM UPNPHSBQIZ "SSJEHF HFOFSBMJTFE TVDI TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT JO UIF GSBNFXPSL PG QIPUPO
NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT <ƕ ƍƏ> ăJT XPSL GPMMPXFE FBSMJFS EFSJWBUJPOT PG UIFNFBTVSF
NFOU TFOTJUJWJUZ UP QFSUVSCBUJPOT JO BCTPSQUJPO CZ 4DIPUMBOE FU BM <ƍƎƎ> XIP UFSNFE UIJT
UIF QIPUPO IJUUJOH EFOTJUZ BOE PUIFST <Ǝƕ ƐƎ ƍƎƑ>
8F OPX FYQMPSF UIF DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT 	$.%'T
XIJDI BSJTF JO
DPSSFMBUJPO CBTFE 605 8F BTTVNF UIBU CPUI UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU µs BOE UIF BDPVTUJD
đFME EJTUSJCVUJPO p(r,τ) EP OPU DIBOHF CFUXFFO NFBTVSFNFOU PG UIF CBTFMJOF BOE UIF QFS
UVSCFE TUBUF JO PVS MJOFBS SFDPOTUSVDUJPO "U IJHIFS BDPVTUJD GSFRVFODJFT XIFSF UIF NPEFM JT
WBMJE 	UIBU JT UP TBZ XIFSF (ka lUS)≫ 1
 UIF UFSN h2(r,τ) JT POMZ XFBLMZ EFQFOEFOU PO UIF
PQUJDBM QSPQFSUJFT BOE XF OFHMFDU UIJT EFQFOEFODF JO UIF GPMMPXJOH BOBMZTJT 6OEFS UIFTF
BTTVNQUJPOT BOE HJWFO UIBU UIF DPIFSFOU TPVSDF UFSN JT JOEFQFOEFOU PG BCTPSQUJPO XF UBLF
UIF EFSJWBUJWF PG UIF GPSXBSE NPEFM FYQBOEJOH UIF EFSJWBUJWF PG UIF JOWFSTF TZTUFN NBUSJY
<ƍ> 5
DTmA(τ)[x0]
−1
m qm
6′
=−DTmA−1m (A(τ)[x0]m)′A−1m qm . 	ƑƍƐ

ăF TZTUFN JT QBSBNFUFSJTFE CZ POMZ UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU PG UIF NFEJVN BOE XF
UIVT UBLF UIF EFSJWBUJWF PG UIF TZTUFN NBUSJY XJUI SFTQFDU UP FBDI CBTJT DPFċDJFOUµa,k 
(A(τ)[x0]m)
′
µa,k
=
∫
Ω
uµ,k (r)ui (r)uj (r) Er. 	ƑƍƑ

8F TVCTUJUVUF UIJT SFTVMU CBDL JOUP FRVBUJPO ƑƍƐ XIJDI QSPWJEFT BO FYQSFTTJPO GPS UIF k UI
FMFNFOU PG UIF mUI $.%' #Z EFđOJUJPO UIJT BMTP EFđOFT UIF k UI DPMVNO PG UIF mUI SPX
PG UIF +BDPCJBO XIJDI XF TFFL
(J(τ)[x0]
T
m)k =−DTmA(τ)[x0]−1m (A(τ)[x0]m)′µa,kA(τ)[x0]−1m qm . 	Ƒƍƒ

ƑƎ ăFPSZ ƍƍƍ
5P USBOTGPSN UIJT FYQSFTTJPO JOUP B NPSF VTFGVM GPSN XF FYQMPJU UIF SFDJQSPDJUZ PG UIF DPSSF
MBUJPO EJĈVTJPO FRVBUJPO "SSJEHF FYQSFTTFT UIJT SFDJQSPDJUZ JO UIF DPOUFYU PG UIF EJĈVTJPO
FRVBUJPO <ƍƌ>
DTmA[x]
−1qm = qTmA[x]
−1Dm . 	ƑƍƓ

ăJT FYQSFTTJPO TUBUFT UIBU UIF DPSSFMBUJPO ĔVY BDSPTT B QPJOU PO UIF CPVOEBSZ PG UIFNFEJVN
EVF UP BO JOUFSOBM TPVSDF PG DPSSFMBUJPO ĔVFODF JT FRVBM UP UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF NFBTVSFE
BU UIF TBNF QPJOU JO UIF NFEJVN EVF UP BO BEKPJOU TPVSDF PG DPSSFMBUJPO ĔVY BDSPTT UIF TBNF
QPJOU PO UIFCPVOEBSZ PG UIFNFEJVNXIFO UIJT TPVSDF JT TDBMFE BDDPSEJOH UP UIF BQQSPQSJBUF
NFBTVSFNFOU PQFSBUPS IFSFD <ƕ> *O UIF EJTDSFUF DBTF UIJT SFDJQSPDJUZ NBOJGFTUT JUTFMG JO UIF
TZNNFUSZ PG UIF đOJUF FMFNFOU TZTUFNNBUSJY 5P QSPDFFEXF BQQMZ UIF SFDJQSPDJUZ FYQSFTTFE
JO FRVBUJPO ƑƍƓ UP UIF FYQSFTTJPO PG UIF +BDPCJBO JO FRVBUJPO Ƒƍƒ
(J(τ)[x0]
T
m)k =−
5
A(τ)[x0]
−1
m qm
6T
(A(τ)[x0]m)
′
µa,k
A(τ)[x0]
−1
m Dm . 	ƑƍƔ

XIFSF XF IBWF FYQMPJUFE UIF TZNNFUSZ PG UIF TZTUFN NBUSJY JUT JOWFSTF BOE EFSJWBUJWFT BOE
UIF QSPQFSUJFT PG UIF USBOTQPTF PQFSBUJPO 'JOBMMZ XF EFOPUF UIF TPMVUJPO UP UIF GPSXBSE
QSPCMFNG(τ)G,m =A(τ)[x0]−1m qm  BOE UIF TPMVUJPO UP UIF BEKPJOU QSPCMFN 	JO XIJDI UIF
TPVSDF UFSN JT UIF NFBTVSFNFOU PQFSBUPS
G(τ)B,m =A(τ)[x0]−1m Dm  ăVT
(J(τ)[x]Tm)k =−G(τ)TG,m(A(τ)[x0]m)′µa,kG(τ)B.m . 	Ƒƍƕ

)FSFXF TFF UIBU UIF +BDPCJBO GPS B QFSUVSCBUJPOPG BCTPSQUJPO JO UIF k UI OPEF DBOCF GPVOECZ
UBLJOH UIF JOOFS QSPEVDU PG UIF DPSSFMBUJPOĔVFODF JO UIFEPNBJOEVF UP UIF 	TUBOEBSE
 TPVSDF
UFSN XJUI UIF QSPEVDU PG UIF CBTJT GVODUJPO EFSJWBUJWF UFSN BOE UIF DPSSFMBUJPO ĔVFODF JO
UIF EPNBJO EVF UP UIF BEKPJOU TPVSDF 8F NBZ UIVT DPNQVUF UIF DPSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU
EFOTJUZ GVODUJPO GPS B HJWFO VMUSBTPVOE DPOđHVSBUJPO CZ UXP DPNQVUBUJPOT PG UIF GPSXBSE
NPEFM
ăF"$ BOENPEVMBUJPO EFQUI $.%'T BOE +BDPCJBO
ăF$.%'T BOE +BDPCJBO GPS UIF%$NFBTVSFNFOU UZQF EFTDSJCFE JO TFDUJPO ƑƎƍ BSF HJWFO
EJSFDUMZ CZ FRVBUJPOƑƍƕ 'PS UIF"$NFBTVSFNFOU UZQF UIF BQQSPQSJBUF FYQSFTTJPO JT TUSBJHIU
GPSXBSE 5
J"$[x]Tm
6
k
=
5
J(0)[x]Tm
6
k
− 5J(T /2)[x]Tm6k , 	ƑƎƌ

ăF NPEVMBUJPO EFQUI TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT BSF HJWFO CZ TVCTUJUVUJOH FRVBUJPO Ƒƍƕ JOUP
FRVBUJPO ƑƑ BT GPMMPXT
(J.%[x]Tm)k =
y"$0,m
5
J(0)[x]Tm
6
k
− y%$0,m
5
J(T /2)[x]Tm
6
k7
y%$0,m
82 . 	ƑƎƍ

ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƎ
ƑƎƑ 3FHVMBSJTBUJPO
8IJMTU XF FYQFDU BO JNQSPWFNFOU JO UIF MPDBMJTBUJPO PG PVS 605 TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT PWFS
UIBU PG QVSF %05 PVS QSFTFOU NPEFM TUJMM EFTDSJCFT B EJĈVTJPO QSPDFTT UIVT UIF QSPCMFN PG
SFDPOTUSVDUJOH BO JOUFSOBM QBSBNFUFS EJTUSJCVUJPO GSPN EBUB NFBTVSFE PO UIF CPVOEBSZ SF
NBJOT JMMQPTFE BOE FĈFDUJWFMZ VOEFSEFUFSNJOFE ăF DPOTFRVFODF PG UIFTF DPOTJEFSBUJPOT
JT UIBU FWFO JG TVċDJFOU NFBTVSFNFOUT XFSF BWBJMBCMF UP GPSN B TRVBSF +BDPCJBO EJSFDU TPMV
UJPO PG FRVBUJPO Ƒƒ XPVME GBJM UP QSPEVDF B TUBCMF TPMVUJPO BT OPJTF JO UIF NFBTVSFNFOUT
BNQMJđFT IJHIGSFRVFODZ PTDJMMBUJPOT JO UIF SFTVMUBOU SFDPOTUSVDUJPO
*O PSEFS UP TFFL B VTFGVM BOE TUBCMF TPMVUJPO JU JT DPOWFOUJPOBM UP BQQMZ TPNF GPSN PG SFH
VMBSJTBUJPO UP UIF QSPCMFN 0OF DPNNPOMZ FNQMPZFE BQQSPBDI JT UP NBLF UIF BTTVNQUJPO
UIBU B AHPPE TPMVUJPO JT POFXIJDI CBMBODFT UIF OPSNPG UIF SFTJEVBM ||(J(τ)[x0])∆xg−∆y||
XJUI UIF OPSN PG UIF TPMVUJPO ||∆xg || PS JUT EFSJWBUJWFT ăJT BQQSPBDI JT UIBU PG UIF HFOFSBM
GPSN PG5JLIPOPĂ SFHVMBSJTBUJPO JO XIJDI XF SFQMBDF UIF NBUSJY FRVBUJPO Ƒƒ XJUI B NJOJNJ
TBUJPO QSPCMFN
∆xg = argmin
x
5||J(τ)[x0]∆y−∆x||22 +λ2||∆x||226 . 	ƑƎƎ

'PS UIF VOEFSEFUFSNJOFE DBTF UIJT NJOJNJTBUJPO QSPDFEVSF JT FRVJWBMFOU UP TPMWJOH <Ǝƌ>
∆xg =
5
J(τ)[x0]
T J(τ)[x0]+λ
2L
6−1
J(τ)[x0]
T∆y. 	ƑƎƏ

*O UIF GPMMPXJOH TFDUJPO XF FNQMPZ [FSPUIPSEFS 5JLIPOPW SFHVMBSJTBUJPO TVDI UIBU L = I
XIFSF I JT UIF JEFOUJUZ NBUSJY 8F TFMFDU UIF SFHVMBSJTBUJPO QBSBNFUFS λ BDDPSEJOH UP UIF M
DVSWF NFUIPE UIPVHI UIF QPJOU PG NBYJNVN DVSWBUVSF XBT DIPTFO CZ JOTQFDUJPO XIFO UIF
BMHPSJUIN GBJMFE UP đOE UIF DPSSFDU QPJOU
ƑƏ 3FTVMUT
)BWJOH EFSJWFE B UFDIOJRVF GPS UIF MJOFBS SFDPOTUSVDUJPO PG JNBHFT JO VMUSBTPVOENPEVMBUFE
PQUJDBM UPNPHSBQIZ XF XJMM OPX JOWFTUJHBUF UIF UFDIOJRVF OVNFSJDBMMZ
ƍ 8FXJMM PCTFSWF UIF GPSNPG UIF DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT GPS BCTPSQ
UJPO QFSUVSCBUJPOT ăJT BOBMZTJT XJMM JOWPMWF CPUI SFĔFDUJPO BOE USBOTNJTTJPO NPEF
NFBTVSFNFOUT VOEFS BMM PG UIF QSFWJPVTMZ EFTDSJCFE NFBTVSFNFOU UZQFT $PNQBSJTPO
PG UIF 605 NFBTVSFNFOU UZQFT XJUI UIF DPOUJOVPVT %05 DBTF XJMM EFNPOTUSBUF UIF
QPUFOUJBM JNQSPWFNFOU JO TQBUJBM SFTPMVUJPO BDIJFWFE VOEFS BDPVTUJDNPEVMBUJPO BOE
EJSFDU PCTFSWBUJPO PG UIF 605 TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT XJMM QSPWJEF TPNF RVBMJUBUJWF BQ
QSFDJBUJPO PG UIF OBUVSF PG 605 TFOTJUJWJUZ JO DPSSFMBUJPO CBTFE NFBTVSFNFOUT
Ǝ ăF SFDPOTUSVDUJPO PG B TJNQMF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO EJTUSJCVUJPO BHBJOTU BO IPNP
HFOFPVT CBDLHSPVOE XJMM CF EFNPOTUSBUFE " TJOHMF PQUJDBM TPVSDF BOE EFUFDUPS XJMM
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƏ
CF FNQMPZFE TVDI UIBU UIF FĈFDUT PG SFHVMBSJTBUJPO VOEFS JODSFBTJOH OPJTF XJMM CF FW
JEFOU JO UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHF 8F XJMM DPNQBSF UIF SFDPOTUSVDUFE SFTVMUT XJUI B
EJSFDU NBQQJOH BQQSPBDI UP EFNPOTUSBUF UIF QSPCMFNT TVHHFTUFE JO TFDUJPO Ƒƍ
ƑƏƍ $PSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT
*O TFDUJPO ƑƎƐ XF EFSJWFE UIF DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT GPS UISFFNFBTVSF
NFOU UZQFT UIF [FSPMBHNFBTVSFNFOU 	FRVJWBMFOU UP DPOUJOVPVTXBWF EJĈVTF PQUJDBM UPNPH
SBQIZ
 UIF "$ NFBTVSFNFOU UZQF BOE UIF NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU 8F XJMM OPX
JOTQFDU UIFTF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT UP HBJO JOTJHIU JOUP UIF TFOTJUJWJUZ BOE TQBUJBM MPDBMJTBUJPO
PĈFSFE CZ UIFTF NFBTVSFNFOUT
" UXPEJNFOTJPOBM TRVBSF EPNBJO PG TJEF 50NN JT MPDBUFE XJUI JUT CPUUPN MFĕ DPSOFS
BU (0,−25)NN ăF EPNBJO JT BTTJHOFE B VOJGPSN BCTPSQUJPO DPFċDJFOU µa = 0.01NN−1
BOE SFEVDFE TDBUUFSJOH DPFċDJFOUµ′s = 1NN
−1 XJUI JTPUSPQJD TDBUUFSJOH g = 0 ăF SFGSBD
UJWF JOEFY PG UIF EPNBJO JT ƍƐ BOE B NBUDIFE CPVOEBSZ JT FNQMPZFE "O VMUSBTPOJD đFME
XJUI B (BVTTJBO QSPđMF PG GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN 2NN BOE QFBL BNQMJUVEF PG 0.2.1B JT
QSPKFDUFE UISPVHI UIF QMBOF
3FĔFDUJPO NPEF
*O UIF đSTU JOTUBODF XF JOWFTUJHBUF B SFĔFDUJPO NPEF HFPNFUSZ "O JTPUSPQJD QPJOU TPVSDF JT
QMBDFE BU QPTJUJPO (1,20)NN UP BQQSPYJNBUF B DPMMJNBUFE TPVSDF JODJEFOU QFSQFOEJDVMBS UP
UIF CPVOEBSZ BU (0,20)NN ăF EJĈVTF EFUFDUPS JT MPDBUFE BU (0,−20) BOE JOUFHSBUFT UIF
PVUHPJOH DPSSFMBUJPO ĔVY BDDPSEJOH UP B (BVTTJBO QSPđMF XJUI GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN PG
0.1NN
5P CFHJO XF JOWFTUJHBUF UIF TFOTJUJWJUZ UP BCTPSQUJPO JO UIF [FSPMBH NFBTVSFNFOU XIJDI
JT FRVJWBMFOU UP UIF DPOUJOVPVT XBWF TFOTJUJWJUZ JO EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ 'JHVSF ƑƎ EF
QJDUT UIFOFHBUJWF [FSPMBH 	JOUFOTJUZ
 TFOTJUJWJUZ GVODUJPO GPS B HJWFONFBTVSFNFOU−J(0)[x0]Tm 
ăF BQQSPYJNBUFE DPMMJNBUFE TPVSDF JT JOEJDBUFE XJUI UIF JOXBSET BSSPX BU UIF BQQSPQSJBUF
MPDBUJPO BOE UIF DFOUSF PG UIF EJĈVTF EFUFDUPS XJUI UIF PVUXBSET BSSPX ăF đHVSF EFNPO
TUSBUFT UIF DIBSBDUFSJTUJD ACBOBOB TIBQFE BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ QSPđMF PĕFO TFFO JO UIF MJUFS
BUVSF PG EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ <ƕ ƐƎ ƍƎƎ> ăF TDBMF PG UIF MJOFBS QMPU JT USVODBUFE JO
UIF QPTJUJWF EJSFDUJPO SFHJPOT DMPTF UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS EFNPOTUSBUF FYUSFNFMZ IJHI
TFOTJUJWJUZ UP BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPOT ăJT TFOTJUJWJUZ GVODUJPO JT JOTFOTJUJWF UP UIF BDPVTUJD
đFME MPDBUJPO FBDI SPX PG UIF%$ +BDPCJBO XIJDI DPSSFTQPOET UP B QBSUJDVMBS PQUJDBM TPVSDF
BOE EFUFDUPS QBJS XJMM CF JEFOUJDBM 4JODF JO UIJT XPSL XF DPOTJEFS POMZ POF TVDI QBJS B SF
DPOTUSVDUJPO VTJOH UIJT JOGPSNBUJPO DBO POMZ SFTVMU JO B TDBMFE BOE SFHVMBSJTFE JNBHF PG UIF
TBNF GPSN BT UIF TPMF VOJRVF TFOTJUJWJUZ GVODUJPO EFQJDUFE JO đHVSF ƑƎ 5P QSPEVDF B NPSF
EFUBJMFE JNBHF XPVME SFRVJSF UIBU NBOZ NPSF PQUJDBM TPVSDFT BOE EFUFDUPST CF FNQMPZFE
8F OPX UVSO PVS BUUFOUJPO UP UIF BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ GPS UIF "$ NFBTVSFNFOU UZQF
'JHVSFT ƑƏ ƑƐ BOEƑƑEFNPOTUSBUF UIF BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZXJUI UIF BDPVTUJD đFME TDBOOFE
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƐ
'JHVSF ƑƎ −J(0)[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF BU MBH
τ = 0 XJUI B 40NN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăJT TFOTJUJWJUZ GVODUJPO JT FRVJWBMFOU UP UIBU
PG BO BCTPSQUJPO QIPUPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPO JO DPOUJOVPVTXBWF EJĈVTF PQUJDBM
UPNPHSBQIZ
UP MPDBUJPOT PG (5,−15) (15,−10) BOE (20,10)NN SFTQFDUJWFMZ ăF MPDBUJPO PG UIF BDPVT
UJD đFME JT JOEJDBUFE CZ UIF DSPTTFE DJSDMF *O UIF đSTU PG UIFTF JNBHFT UIF BDPVTUJD TDBO MPDB
UJPO JT JO B SFHJPO PG IJHI PQUJDBM TFOTJUJWJUZ DMPTF UIF TPVSDF *O UIFTF DJSDVNTUBODFT UIF GPSN
PG UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPO EPFT OPU EFWJBUF UPP HSFBUMZ GSPN UIF [FSPMBH DBTF BHBJOTU XIJDI
UIFTF đHVSFTNBZCF DPNQBSFE UIPVHI JU JT FWJEFOU UIBU B MBSHFS SFHJPOPG TFOTJUJWJUZ JT GPSNFE
BSPVOE UIF BDPVTUJD GPDBM SFHJPO *O UIF MBUUFS UXP đHVSFT UIF BDPVTUJD đFME JT TDBOOFE UP B
MPDBUJPO PG MPXFS PQUJDBM TFOTJUJWJUZ XIFSF UIF FĈFDU PG UIF BDPVTUJDBMMZ ESJWFO EFDPSSFMBUJPO
PG UIF đFME JT NPSF FWJEFOU *O CPUI DBTFT XF TFF B SFHJPO PG JODSFBTFE TFOTJUJWJUZ BU UIF GPDVT
PG UIF BDPVTUJD đFME XIJDI FYUFOET UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS MPDBUJPOT "T UIF BDPVTUJD đFME
JT TDBOOFE UP SFHJPOT PG EFDSFBTFE PQUJDBM TFOTJUJWJUZ UIF "$ JOUFOTJUZ GBMMT DPNNFOTVSBUFMZ
'JOBMMZXF DPOTJEFS UIFNPEVMBUJPOEFQUI BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT *OđHVSFT Ƒƒ
UP ƑƔ UIF VMUSBTPVOE đFME JT TDBOOFE UP UIF TBNF MPDBUJPOT BT đHVSFT ƑƏ UP ƑƑ ăF đSTU BOE
NPTU OPUJDFBCMF RVBMJUZ PG FBDI PG UIF đHVSFT JT UIF CJQPMBS OBUVSF PG UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT
	OPUF IPXFWFS UIBU UIF DPMPVS TDBMF TJHOJđDBOUMZ FOIBODFT UIF DPOUSBTU PG UIF OFHBUJWF DIBOHF
PWFS UIBU PG UIF QPTJUJWF
 &BDI đHVSF EFNPOTUSBUFT UIBU UIJT NFBTVSFNFOU UZQF JT JOTFOTJUJWF
UP QFSUVSCBUJPOT DMPTF UP UIF TPVSDF EFUFDUPS BOE PO B TNPPUI QBUI DPOOFDUJOH UIF UXP
1MBDJOH BO PQUJDBM BCTPSCFS BMPOH UIJT QBUI PG JOTFOTJUJWJUZ XJMM SFEVDF UIF BNPVOU PG DPSSF
MBUFE BOE VODPSSFMBUFE MJHIU SFBDIJOH UIF TPVSDF GSPN UIF EFUFDUPS CZ BO FRVBM BNPVOU TVDI
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƑ
'JHVSF ƑƏ −J"$[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPONPEF GPS BO"$
NFBTVSFNFOU UZQF XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU
	ƑƍƑ
NN DMPTF UP UIF EFUFDUJPO QPTJUJPO
'JHVSF ƑƐ −J"$[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPONPEF GPS BO"$
NFBTVSFNFOU UZQF XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU
	ƍƑƍƌ
NN JO UIF SFHJPO PG JOUFSFTU XIJDI JT UZQJDBMMZ BTTVNFE UP CF QSPCFE EVSJOH B %05
FYQFSJNFOU
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƒ
'JHVSF ƑƑ −J"$[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPONPEF GPS BO"$
NFBTVSFNFOU UZQF XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU
	Ǝƌƍƌ
NN PO UIF QFSJQIFSZ PG UIF TFOTJUJWF SFHJPO
'JHVSF Ƒƒ −J.%[x0]Tk <N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPE
VMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT
MPDBUFE BU 	ƑƍƑ
NN DMPTF UP UIF EFUFDUJPO SFHJPO
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƓ
'JHVSF ƑƓ −J.%[x0]Tk <N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPE
VMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU XJUI B 4DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT
MPDBUFE BU 	ƍƑƍƌ
NN JO UIF SFHJPO PG JOUFSFTU XIJDI JT UZQJDBMMZ BTTVNFE UP CF QSPCFE EVS
JOH B %05 FYQFSJNFOU
UIBU XIJMTU UIF PWFSBMM MJHIU MFWFM GBMMT UIF NPEVMBUJPO EFQUI SFNBJOT DPOTUBOU ăJT BSHV
NFOU JT DMFBSMZ TVQQPSUFE CZ UIF BOBMZUJDBM GPSN PG UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPO HJWFO JO FRVBUJPO
ƑƐ ăF NPEVMBUJPO EFQUI TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT EFNPOTUSBUF IJHI TFOTJUJWJUZ JO UIF SFHJPO
PG UIF BQQMJFE BDPVTUJD đFME .PWJOH BXBZ GSPN UIF BDPVTUJD GPDVT BDSPTT UIF QBUI PG [FSP
TFOTJUJWJUZ XF FODPVOUFS B SFHJPO PG OFHBUJWF TFOTJUJWJUZ XIFSF B QFSUVSCBUJPO JO BCTPSQUJPO
XJMM BUUFOVBUF NPSF DPSSFMBUFE MJHIU UIBO VODPSSFMBUFE MJHIU
$PNQBSJOH đHVSFT Ƒƒ BOE ƑƓ XJUI đHVSF ƑƔ XF DBO DMFBSMZ TFF UIBU UIF NPEVMBUJPO
EFQUI TFOTJUJWJUZ SFEVDFT BT XF NPWF GVSUIFS GSPN UIF SFHJPO PG PQUJDBM TFOTJUJWJUZ *O đH
VSF Ƒƕ XF QMPU UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT GPS BO x − y TDBO PG UIF BDPVTUJD đFME UISPVHI UIF
NFEJVNXIFSF UIF CJQPMBS OBUVSF PG UIF TFOTJUJWJUZ BOE JUT EFQFOEFODF VQPO UIF MPDBM PQUJDBM
TFOTJUJWJUZ DBO DMFBSMZ CF TFFO /PUF UIBU UIF TDBMF JO FBDI PG UIF JNBHFT JT đYFE /PUF JO QBS
UJDVMBS UIBU XIFO UIF BDPVTUJD đFME MPDBUJPO JT QMBDFE EJSFDUMZ JO UIF QBUI PG HSFBUFTU PQUJDBM
TFOTJUJWJUZ UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPO BQQFBST UP IBWF UIF UJHIUFTU TQBUJBM MPDBMJTBUJPO XJUI UXP
SFHJPOT PG OFHBUJWF TFOTJUJWJUZ BQQFBSJOH JO UIF TFOTJUJWJUZ GVODUJPO ăJT NBZ CF QSPCMFNBUJD
JO B EJSFDU NBQQJOH BQQSPBDI JO UIF TFOTF UIBU DPNQMFY BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPOT XJMM CF BW
FSBHFE PWFS UIF FOUJSF SFHJPO PG TFOTJUJWJUZ CVU JT BVUPNBUJDBMMZ BDDPVOUFE GPS JO UIF JNBHF
SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƔ
'JHVSF ƑƔ −J.%[x0]Tk <N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPEV
MBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU 	Ǝƌƍƌ
NN PO UIF QFSJQIFSZ
PG UIF TFOTJUJWF SFHJPO
5SBOTNJTTJPO NPEF
8FOPX DPOTJEFS B USBOTNJTTJPONPEF TZTUFN "O JTPUSPQJD QPJOU TPVSDF JT QMBDFE BU QPTJUJPO
(0.1,0)NN UP BQQSPYJNBUF B DPMMJNBUFE TPVSDF JODJEFOU QFSQFOEJDVMBS UP UIF CPVOEBSZ BU
(0,0) " EJĈVTF EFUFDUPS PG UIF TBNF DPOđHVSBUJPO BT UIF SFĔFDUJPO NPEF DBTF JT MPDBUFE BU
(50,0)NN
8F BHBJO CFHJO PVS JOTQFDUJPO XJUI UIF [FSPMBH DBTF EFQJDUFE JO đHVSF Ƒƍƌ ăF đHVSF
EFQJDUT B DIBSBDUFSJTUJD %05 TFOTJUJWJUZ TJNJMBS UP UIBU GPVOE JO UIF SFĔFDUJPO NPEF DBTF
PG đHVSF ƑƎ 4JODF UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS TQBDJOH JO UIJT FYQFSJNFOUBM DPOđHVSBUJPO IBT
JODSFBTFE UP 50NN GSPN 40NN JO SFĔFDUJPO NPEF UIF QFBL TFOTJUJWJUZ JT TMJHIUMZ SFEVDFE
ăF USBOTNJTTJPONPEF BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ GPS UIF DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOUNBEF GPS
BO "$NFBTVSFNFOU JT EJTQMBZFE JO đHVSF Ƒƍƍ ăF SFTVMUT JO USBOTNJTTJPONPEF FDIP UIPTF
JO SFĔFDUJPO NPEF B SFHJPO PG IJHI TFOTJUJWJUZ JT GPVOE BU UIF MPDBUJPO PG UIF BDPVTUJD GPDVT
XIJDI FYUFOET PVUXBSET UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS MPDBUJPO
8FQMPU UIFNPEVMBUJPOEFQUI TFOTJUJWJUZ GPS UIF TBNF BDPVTUJD đFME MPDBUJPO 'JHVSF ƑƍƎ
EFNPOTUSBUFT UIFNPEVMBUJPO EFQUI TFOTJUJWJUZ GPS UIF USBOTNJTTJPONPEFNFBTVSFNFOUXJUI
UIF BDPVTUJD đFME TDBOOFE UP B MPDBUJPO (20,10)NN 0ODF BHBJO XF đOE B CJQPMBS GVODUJPO
XJUI QPTJUJWF TFOTJUJWJUZ JO UIF SFHJPO PG UIF BDPVTUJD GPDVT $MPTF UP UIF MPDVT PG QFBL PQUJDBM
TFOTJUJWJUZ B [FSPDSPTTJOH JT QSFTFOU VQPO XIJDI QFSUVSCBUJPOT JO BCTPSQUJPO XJMM FRVBMMZ BG
GFDU UIF NPEVMBUFE BOE VONPEVMBUFE DPNQPOFOUT PG UIF EFUFDUFE DPSSFMBUJPO ĔVY MFBEJOH
ƑƏ 3FTVMUT ƍƍƕ
'JHVSF Ƒƕ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO SFĔFDUJPO NPEF GPS B NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSF
NFOU PWFS UIJSUZTJY PG UIF VMUSBTPVOE TDBO MPDBUJPOT FNQMPZFE JO UIF SFĔFDUJPONPEF SFDPO
TUSVDUJPO TFRVFODF
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƌ
'JHVSF Ƒƍƌ −J(0)[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPONPEF BU MBH
τ = 0 XJUI B 5DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăJT TFOTJUJWJUZ GVODUJPO JT FRVJWBMFOU UP UIBU
PG BO BCTPSQUJPO QIPUPO NFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPO JO DPOUJOVPVTXBWF EJĈVTF PQUJDBM
UPNPHSBQIZ
UP [FSP OFU DIBOHF JO UIF NPEVMBUJPO EFQUI ăF QFBL NBHOJUVEF PG UIF NPEVMBUJPO EFQUI
TFOTJUJWJUZ JT DPNQBSBCMF UP UIBU PG UIF SFĔFDUJPO NPEF NFBTVSFNFOU GPS UIF TBNF BDPVTUJD
TDBO MPDBUJPO TJODF UIF PQUJDBM TFOTJUJWJUJFT BU UIJT MPDBUJPOT BSF TJNJMBS GPS CPUINFBTVSFNFOU
NPEFT *O đHVSF ƑƍƏ XF EFNPOTUSBUF UIF NPEVMBUJPO EFQUI TFOTJUJWJUZ BT XF TDBO UIF BDPVT
UJD đFME UISPVHI UIF NFEJVN XJUI B DPOTUBOU DPMPVS TDBMF
ƑƏƎ *NBHF SFDPOTUSVDUJPO OPJTF BOE SFHVMBSJTBUJPO
)BWJOH FYBNJOFE UIF GPSNPG UIF JOEJWJEVBM DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOUEFOTJUZ GVODUJPOTXIJDI
UPHFUIFS GPSN UIF +BDPCJBO XF XJMM QSPDFFE UP SFDPOTUSVDU BO JNBHF JO CPUI SFĔFDUJPO BOE
USBOTNJTTJPO NPEFT VOEFS WBSZJOH EFHSFFT PG OPJTF ăF QVSQPTF PG UIJT JOWFTUJHBUJPO JT
UXPGPME đSTU UIF QSPDFEVSF XJMM FWBMVBUF UIF GVODUJPOJOH PG UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT TFD
POE UIF SFHVMBSJTBUJPO SFRVJSFE BT B GVODUJPO PG OPJTF XJMM CF BTTFTTFE 8F XJMM QFSGPSN UIF
SFDPOTUSVDUJPO PO CPUI UIF "$ BOE NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOUT
ăF BNPVOU PG OPJTF BEEFE UP UIF TJNVMBUFE EBUB IBT CFFO DIPTFO UP EFNPOTUSBUF UIF
NBYJNVN QSPQPSUJPOBM OPJTF XIJDI DBO CF UPMFSBUFE CFGPSF UIF QSFTFODF PG JOEJWJEVBM BC
TPSQUJPO GFBUVSFT BMPOH UIF QBUI PG PQUJDBM TFOTJUJWJUZ DBO OP MPOHFS CF EJTDFSOFE *U JT TFMG
FWJEFOU UIBU BU TVDI MFWFMT PG OPJTF OPU POMZ XJMM B RVBMJUBUJWF JOUFSQSFUBUJPO PG UIF SFTVMUT CF
TFWFSFMZ EFHSBEFE CVU BMTP UIF RVBOUJUBUJWF WBMVFT SFUVSOFE CZ UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFEVSF
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƍ
'JHVSF Ƒƍƍ −J"$[x0]Tk <8N¢ƍ> 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPO NPEF GPS
BO "$NFBTVSFNFOU XJUI B 5DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU
	Ǝƌƍƌ
NN PO UIF QFSJQIFSZ PG UIF TFOTJUJWF SFHJPO
'JHVSF ƑƍƎ J.%[x0]Tk 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPO NPEF GPS B NPEVMBUJPO
EFQUI NFBTVSFNFOU ăF VMUSBTPVOE GPDVT JT MPDBUFE BU 	Ǝƌƍƌ
NN PO UIF QFSJQIFSZ PG UIF
TFOTJUJWF SFHJPO
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƎ
'JHVSF ƑƍƏ 605 BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ JO USBOTNJTTJPONPEF GPS B NPEVMBUJPO EFQUINFB
TVSFNFOU PWFS UIJSUZTJY VMUSBTPVOE TDBO MPDBUJPOT XJUI B 5DN TPVSDFEFUFDUPS TQBDJOH BOE
B đYFE DPMPVS TDBMF
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƏ
'JHVSF ƑƍƐ "CTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO∆µa <N¢ƍ> JOUFSQPMBUFE GSPN UIF QFSUVSCBUJPO NFTI
UP UIF CBTFMJOF NFTI VQPO XIJDI UIF +BDPCJBO JT DPNQVUFE ăF CBTFMJOF NFTI EPFT OPU
JODMVEF GFBUVSFT PG UIF QFSUVSCFE HFPNFUSZ BOE IFODF UIF CPVOEBSJFT BSF TFFO UP CF TMJHIUMZ
CMVSSFE &BDI PG UIF ƏƑƓ QPJOUT JO UIF JNBHF JOEJDBUF B TJOHMF BDPVTUJD TDBO MPDBUJPO
ăVT XF TIBMM EFUFSNJOF UIF MJNJU BU XIJDI PVS EBUB DBO OPMPOHFS QSPWJEF QIZTJPMPHJDBMMZ
TJHOJđDBOU JOGPSNBUJPO 8F XJMM GVSUIFS DPOTJEFS UIF UPMFSBODF PG PVS SFDPOTUSVDUJPO UP BE
EJUJWF OPJTF JO UIF TVCTFRVFOU EJTDVTTJPO
ăF SFDPOTUSVDUJPO XJMM CF QFSGPSNFE PO BO IPNPHFOFPVT CBDLHSPVOE XJUI B SFHVMBS
TFU PG BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPOT TVDI UIBU BOZ BCFSSBUJPOT JO UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHF XJMM CF
FWJEFOU ăF CBDLHSPVOE EPNBJO JT UIF TBNF BT FNQMPZFE JO TFDUJPO ƑƏƍ ăF QFSUVSCBUJPO
EPNBJO JT GPSNFE CZ BEEJOH BO BSSBZ PG TJYUFFO DJSDVMBS QFSUVSCBUJPOT PG SBEJVT 2.5NN XJUI
B NPEJđFE BCTPSQUJPO DPFċDJFOU PG 0.02NN−1 ăF QFSUVSCFE NFBTVSFNFOUT XFSF HFOFS
BUFE VTJOH BO JOEFQFOEFOUNFTI GSPN UIF CBDLHSPVOENFBTVSFNFOUT MFTU XF DPNNJU JOWFSTF
DSJNF PG HFOFSBUJOH NFBTVSFNFOUT CZ UIF TBNF NPEFM CZ XIJDI UIFZ BSF JOWFSUFE <Əƍ> 5P
EFNPOTUSBUF BO AJEFBM SFDPOTUSVDUJPO UIF QFSUVSCFE BCTPSQUJPO DPFċDJFOU XBT JOUFSQPMBUFE
GSPN JUTNFTI UP UIF CBTFMJOFNFTI VQPOXIJDI UIF +BDPCJBO JT DPNQVUFE UIF SFTVMUBOU JNBHF
JT EJTQMBZFE JO đHVSF ƑƍƐ
ăF NFBTVSFNFOU TFU XBT HFOFSBUFE CZ TDBOOJOH BO VMUSBTPOJD đFME XJUI B (BVTTJBO QSP
đMF PG GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN 2NN BOE QFBL BNQMJUVEF PG 0.2.1B UISPVHI UIF EPNBJO
GSPN (5,−25)NN UP (−25,25)NN BU 0.5NN JODSFNFOUT JO x BOE y  ăJT SFTVMUFE JO B UPUBM
PG 17×21= 357NFBTVSFNFOUT GPS CPUI UIF CBTFMJOF BOE QFSUVSCFENFBTVSFNFOU ăF MPDB
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƐ
'JHVSF ƑƍƑ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO∆µa <N¢ƍ> VTJOH POMZ UIF [FSP
MBH +BDPCJBO FRVJWBMFOU UP BUUFNQUJOH B SFDPOTUSVDUJPO VTJOH B TJOHMF DPOUJOVPVTXBWF TPVSDF
EFUFDUPS QBJS JO UIF %05 QSPCMFN
UJPO PG UIF BDPVTUJD GPDBM SFHJPOT JT EFQJDUFE CZ UIF QMVT TZNCPMT JO UIF UBSHFU SFDPOTUSVDUJPO
JNBHF PG đHVSF ƑƍƐ
*O FBDI DBTF UIF SFHVMBSJTFE TZTUFN JT TPMWFE CZ ƑƎƏ ăF SFHVMBSJTBUJPO QBSBNFUFS XBT
DIPTFO CZ UIF MDVSWF NFUIPE UIPVHI PO PDDBTJPO UIF QPJOU PG NBYJNVN DVSWBUVSF XBT
NBOVBMMZ FWBMVBUFEXIFO UIF BMHPSJUIN GBJMFE UP DIPPTF UIF DPSSFDU QPJOU *O UIF DBTFT XIFSF
OP OPJTF XBT BEEFE UP UIFNFBTVSFNFOUT B SFHVMBSJTFE TPMVUJPO XBT TUJMM TPVHIU PXJOH UP UIF
JOĔVFODF PG TMJHIU OVNFSJDBM FSSPS JO DBMDVMBUJOH UIF TPMVUJPO
3FĔFDUJPO NPEF
8F CFHJO CZ FWBMVBUJOH UIF JNBHF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT JO SFĔFDUJPO NPEF "T QFS TFDUJPO
ƑƏƍ BO JTPUSPQJD QPJOU TPVSDF JT QMBDFE BU QPTJUJPO (0.1,20)NNUP BQQSPYJNBUF B DPMMJNBUFE
TPVSDF JODJEFOU QFSQFOEJDVMBS UP UIF CPVOEBSZ BU (0,20)NN " EJĈVTF EFUFDUPS JT MPDBUFE
BU (0,−20)NN BOE JOUFHSBUFT UIF PVUHPJOH DPSSFMBUJPO ĔVY BDDPSEJOH UP B (BVTTJBO QSPđMF
XJUI GVMM XJEUI IBMG NBYJNVN PG 0.1NN
'PS DPNQMFUFOFTT XF CFHJO CZ BUUFNQUJOH UP SFDPOTUSVDU UIF JNBHF VTJOH UIF [FSPMBH
+BDPCJBO ăF SFTVMU PG UIF OPJTFMFTT SFDPOTUSVDUJPO JT EFQJDUFE JO đHVSF ƑƍƑ 4JODF UIF NFB
TVSFNFOU JT VOQFSUVSCFE CZ UIF BDPVTUJD đFME BU UIJT QPJOU JO UIF DPSSFMBUJPO GVODUJPO UIF +B
DPCJBO IBT B SBOL PG POF BMM SPXT BSF JEFOUJDBM UP POF BOPUIFS ăF POMZ JOGPSNBUJPO QSFTFOU
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƑ
'JHVSF Ƒƍƒ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO∆µa <N¢ƍ> VTJOH "$ +BDPCJBO
BCTFOU PG NFBTVSFNFOU OPJTF
JO UIJT JOWFSTJPO JT UIF BCTPSQUJPO TFOTJUJWJUZ QSPđMF PG đHVSF ƑƎ JU JT UIVT VOTVSQSJTJOH UIBU
UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHF JT NFSFMZ B TDBMFE DPQZ PG UIJT TJOHMF TFU PG MJOFBSMZ JOEFQFOEFOU EBUB
8F OPX DPOTJEFS B SFDPOTUSVDUJPO CBTFE VQPO UIF "$ NFBTVSFNFOU UZQF BOE JUT BTTPDJ
BUFE +BDPCJBO *O đHVSF Ƒƍƒ XF TFF UIBU JO UIF BCTFODF PG OPJTF UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPEVDFT
BO JNBHF XIJDI DBQUVSFT UIF GFBUVSFT PG UIF QFSUVSCBUJPO VQ UP B EFQUI PG 30NN #FZPOE
UIJT EFQUI UIF TFOTJUJWJUZ JT TP MPX UIBU UIF TPMVUJPO IBT CFFO GPSDFE UP [FSP CZ SFHVMBSJTBUJPO
8F BMTP OPUF UIBU UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHF IBT QFBLT DMPTF UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS XF OPUF
GSPNPVS BOBMZTJT PG UIF DPSSFMBUJPONFBTVSFNFOU EFOTJUZ GVODUJPOT PG UIJTNFBTVSFNFOU UZQF
UIBU XIJMTU B EJTUJODU SFHJPO PG TFOTJUJWJUZ XBT GPVOE BU UIF BDPVTUJD GPDVT UIF NFBTVSFNFOU
XBT BMTP TFOTJUJWF OFBS UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS MPDBUJPO ăF JNBHF EFNPOTUSBUFT B TQBUJBM
SFTPMVUJPO DPNQBSBCMF UP UIF GVMMXJEUI IBMG NBYJNVN PG UIF BDPVTUJD đFME UIJT SFTVMU JT FY
QFDUFE HJWFO UIF TQBUJBM TFOTJUJWJUZ EFNPOTUSBUFE JO UIF BTTPDJBUFE DPSSFMBUJPO NFBTVSFNFOU
EFOTJUZ GVODUJPOT
8F OPX JOUSPEVDF 0.1% (BVTTJBO OPJTF POUP UIF TJNVMBUFE NFBTVSFNFOU EBUB SFDBMDV
MBUF UIF SFHVMBSJTBUJPOQBSBNFUFSλ BOE SFDPOTUSVDU UIF JNBHF BDDPSEJOHMZ UIF SFTVMU JT TIPXO
JOđHVSF ƑƍƓ 8JUI BEEFEOPJTF UIF RVBMJUZ PG UIF JNBHF EFDBZT BT SFHVMBSJTBUJPO TNPPUIT UIF
SFHJPOT PG UIF JNBHF XJUI MPX TFOTJUJWJUZ XIJDI XPVME PUIFSXJTF GPMMPXJOH JOWFSTJPO EPN
JOBUF UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHF JO UIF QSFTFODF PG OPJTF 6TFGVM SFTVMUT BSF EFNPOTUSBUFE JO
UIF JNBHF UP B EFQUI PG PWFS 20NN &SSPOFPVT WBMVFT OFBS UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS MPDBUJPOT
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƒ
'JHVSF ƑƍƓ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF "$ +BDP
CJBO XJUI 0.1%(BVTTJBO NFBTVSFNFOU OPJTF
SFNBJO QSFTFOU JO UIF JNBHF *ODSFBTJOH UIF OPJTF UP 0.5% DBVTFT UIF SFHVMBSJTBUJPO QSPDFTT
UP SFNPWF BOZ VTFGVM GFBUVSFT PG UIF QFSUVSCBUJPO GSPN UIF JNBHF
'JOBMMZ XF DPOTJEFS UIF SFDPOTUSVDUJPO CBTFE VQPO UIF NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU
BOE JUT BTTPDJBUFE +BDPCJBO ăF OPJTFMFTT SFDPOTUSVDUJPO JT TIPXO JO đHVSF ƑƍƔ ăF OPJTF
MFTT NPEVMBUJPO EFQUI SFDPOTUSVDUJPO EFNPOTUSBUFT HPPE JNBHF RVBMJUZ UISPVHIPVU UIF SF
DPOTUSVDUFE JNBHF 0XJOH UP UIF OBUVSF PG UIF NFBTVSFNFOU UZQF UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS
MPDBUJPOT BSF DPNQMFUFMZ TVQQSFTTFE JO UIJT SFDPOTUSVDUJPO ăF JNBHF DMPTF UP UIF TPVSDF
JT JO HPPE BHSFFNFOU XJUI UIF JEFBM SFDPOTUSVDUJPO QSFTFOUFE FBSMJFS EFNPOTUSBUJOH BO BC
TPSQUJPO DIBOHF BQQSPBDIJOH UIF BDUVBM WBMVF∆µa = 10×10−3NN−1 &WFO XJUIPVU OPJTF
OVNFSJDBM JOBDDVSBDZ JT TVDI UIBU JNBHF EFDBZT JOUP UIF SFHJPO PG MPXFTU PQUJDBM TFOTJUJWJUZ
*O đHVSFT Ƒƍƕ BOE ƑƎƌ XF BEE 0.1% BOE 1% (BVTTJBO OPJTF UP UIF TJNVMBUFE NFB
TVSFNFOUT BOE SFQFBU UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT ăFTF đHVSFT EFNPOTUSBUF UIBU BT UIF
BNPVOU PG OPJTF JO UIF NFBTVSFNFOU JT JODSFBTFE SFHVMBSJTBUJPO HSBEVBMMZ TVQQSFTTFT UIF SF
DPOTUSVDUFE JNBHFT JO UIF SFHJPOT PG MFBTU TFOTJUJWJUZ ăF NPEVMBUJPO EFQUI SFDPOTUSVDUJPO
EFNPOTUSBUFT TJHOJđDBOUMZ JNQSPWFE UPMFSBODF UPNFBTVSFNFOU OPJTF UIBOXBT EFNPOTUSBUFE
CZ UIF SFDPOTUSVDUJPO CBTFE VQPO UIF "$ NFBTVSFNFOU UZQF *O UIF MBUUFS DBTF POMZ 0.5%
(BVTTJBO OPJTF DPVME CF BEEFE UP UIF JNBHF CFGPSF UIF SFTVMUBOU JNBHF CFDBNF VOVTBCMF JO
UIF QSFTFOU DBTF OPJTF PG VQ UP 1% DBO CF BEEFE UP UIF NFBTVSFNFOU XIJMTU TUJMM SFTPMWJOH
GFBUVSFT PG UIF JNBHF UP B EFQUI CFZPOE 10NN
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƓ
'JHVSF ƑƍƔ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO BCTFOU PG NFBTVSFNFOU OPJTF
'JHVSF Ƒƍƕ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO XJUI 0.1%(BVTTJBO OPJTF
ƑƏ 3FTVMUT ƍƎƔ
'JHVSF ƑƎƌ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO 1%(BVTTJBO OPJTF
*O UIF JOUSPEVDUJPO UP UIJT DIBQUFS XF OPUFE UIBU PO NBOZ PDDBTJPOT B TJNQMF AEJSFDU
NBQQJOH BQQSPBDI XBT VTFE GPS UIF HFOFSBUJPO PG JNBHFT JO BO BDPVTUPPQUJD FYQFSJNFOU
8F EJTNJTTFE UIJT BQQSPBDI JO UIF DBTF PG B MPXÊUFOEVF TZTUFN PS JO B TDFOBSJP XIFSF UIF
PQUJDBM TFOTJUJWJUZ WBSJFT SBQJEMZ PWFS UIF QMBOF PG UIF JNBHF 5P EFNPOTUSBUF UIF JNQSPWF
NFOU PG UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHFT PWFS UIBU PG B EJSFDU NBQQJOH BQQSPBDI XF HFOFSBUF BO
JNBHF CZ UIF EJSFDU NBQQJOH BQQSPBDI JO UIF BCTFODF PG OPJTF CZ EJSFDUMZ BTTJHOJOH UIF NPE
VMBUJPO EFQUI EJĈFSFODFNFBTVSFNFOU∆m(r) UP QJYFMT MPDBUFE BU UIF DFOUSFT PG UIF BDPVTUJD
GPDJ
'JHVSF ƑƎƍEFNPOTUSBUFT UIBU UIF BCTPSQUJPOQFSUVSCBUJPOT BMPOH UIF BYJT PG PQUJDBM TFOTJ
UJWJUZ 	đHVSF Ƒƍƌ
 DBO CF EJTUJODUMZ MPDBUFE 8JUIPVU DPNQFOTBUJOH GPS UIF TQBUJBMMZ WBSZJOH
PQUJDBM TFOTJUJWJUZ UIPTF BCTPSCFST PĈ BYJT BSF JNQFSDFQUJCMF .PSFPWFS UIF SFTVMUJOH VOJU
MFTT JNBHF QSPWJEFT OP RVBOUJUBUJWF JOGPSNBUJPO BTXPVME CF SFRVJSFE JG XFXJTIFE UP BUUFNQU
B SFDPWFSZ PG B DMJOJDBMMZ SFMFWBOU QBSBNFUFS *U JT B DPNNPO GFBUVSF PG NBOZ IZCSJE JNBHJOH
NPEBMJUJFT UIBU UIF SFMBUJPOTIJQ PG UIF EBUB UP UIF EFTJSFE QBSBNFUFS JT PĕFO VODMFBS 8F BMTP
OPUF UIBU JO UIF QSFTFODF PG OPJTF B WBSJFUZ PG SJHPSPVT SFHVMBSJTBUJPO TUSBUFHJFT DBO CF BQQMJFE
JO B SFDPOTUSVDUJPO UP TUBCJMJTF UIF SFDPWFSZ PG UIF VOEFSMZJOH QBSBNFUFST *O B EJSFDU NBQ
QJOH BQQSPBDI XF NBZ BUUFNQU UP SFEVDF UIF EFMFUFSJPVT FĈFDUT PG UIF OPJTF CZ TPNF GPSN PG
TQBUJBM đMUFSJOH 	GPS FYBNQMF DPOWPMVUJPO XJUI B TNPPUIJOH LFSOFM
 CVU BOZ TVDI BQQSPBDI
JT TPNFXIBU BEIPD
ƑƐ $PODVMTJPOT ƍƎƕ
'JHVSF ƑƎƍ %JSFDUNBQQJOH BQQSPBDI UP SFDPOTUSVDUJPOPG BO BCTPSQUJPOQFSUVSCBUJPOVTJOH
B NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU JO SFĔFDUJPO NPEF XJUIPVU OPJTF
5SBOTNJTTJPO NPEF
8F OPX CSJFĔZ DPOTJEFS UIF USBOTNJTTJPO NPEF TDFOBSJP GPS UIF NPEVMBUJPO EFQUI FYQFS
JNFOU "T QFS TFDUJPO ƑƏƍ BO JTPUSPQJD QPJOU TPVSDF JT QMBDFE BU QPTJUJPO (0.1,0)NN UP
BQQSPYJNBUF B DPMMJNBUFE TPVSDF JODJEFOU QFSQFOEJDVMBS UP UIF CPVOEBSZ BU (0,0)NN " EJG
GVTF EFUFDUPS PG UIF TBNF DPOđHVSBUJPO BT UIF SFĔFDUJPO NPEF DBTF JT MPDBUFE BU (50,0)NN
ăF SFDPOTUSVDUJPOT PG đHVSFT ƑƎƎ UISPVHI ƑƎƐ EFNPOTUSBUF UIF NPEVMBUJPO EFQUI SF
DPOTUSVDUJPO JO UIF DBTF PGNFBTVSFNFOUT BCTFOU PG OPJTF XJUI 0.1% BOE 1%(BVTTJBO OPJTF
8JUIPVU OPJTF UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT QSPWJEFT BO FYDFMMFOU BQQSPYJNBUJPO UP UIF BDUVBM
QFSUVSCFE BCTPSQUJPO QSPđMF 6OEFS OPJTF XF TFF UIBU SFHVMBSJTBUJPO TNPPUIT UIF SFHJPOT PG
MPXFS TFOTJUJWJUZ XIJDI BSF OPX MPDBUFE PĈ UIF USBOTNJTTJPO NPEF BYJT FDIPJOH UIF SFTVMUT
PG UIF SFĔFDUJPO NPEF NFBTVSFNFOUT õVBMJUBUJWFMZ UIF USBOTNJTTJPO NPEF SFDPOTUSVDUJPOT
BQQFBS UP NPSF BDDVSBUFMZ QPSUSBZ UIF BDUVBM BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO UIBO UIFJS SFĔFDUJPO
NPEF DPVOUFSQBSUT UIJT JT MBSHFMZ EVF UP UIF NPSF FWFO PQUJDBM TFOTJUJWJUZ QSPđMF UISPVHI
UIF NFEJVN UIBO JO UIF SFĔFDUJPO NPEF DBTF
ƑƐ $PODVMTJPOT
ăF TFOTJUJWJUZ GVODUJPOT BOE BTTPDJBUFE SFDPOTUSVDUFE JNBHFT QSFTFOUFE JO UIJT XPSL QSPWJEF
DPOTJEFSBCMF JOTJHIU JOUP UIF QPUFOUJBM PG BVUPDPSSFMBUJPO CBTFE605 *U IBT CFFO TIPXO UIBU
ƑƐ $PODVMTJPOT ƍƏƌ
'JHVSF ƑƎƎ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO B USBOTNJTTJPO NPEF DPOđHVSBUJPO XJUIPVU NFBTVSFNFOU
OPJTF
CZ NPWJOH UIF GPDVT PG BO BDPVTUJD đFME JO UIF NFEJVN BEEJUJPOBM TQBUJBM SFTPMVUJPO DBO CF
JOUSPEVDFE JOUP UIF 605 SFDPOTUSVDUJPO JO UIF DBTF PG $8 %05 UIJT XPVME SFRVJSF UIBU
BEEJUJPOBM PQUJDBM TPVSDFT BOE EFUFDUPST XFSF FNQMPZFE XJUI BTTPDJBUFE DPTU BOE DPNQMFYJUZ
8IJMTU JU JT BSHVBCMZ VOGBJS UP EJSFDUMZ DPNQBSF B $8 %05 JNBHF XJUI UIF 6.05 JNBHF
TJODF UIF GPSNFSXBT BDRVJSFEXJUI POMZ UXPNFBTVSFNFOUT DPNQBSFE UP UIF MBUUFST TFU PG ƏƓƎ
NFBTVSFNFOUT JU JT OPOFUIFMFTT JNQPSUBOU UP SFDPHOJTF UIF QPUFOUJBM BEWBOUBHFT PG B TZTUFN
DBQBCMF PG SFQSPEVDJOH TVDI JNBHFT XJUI B TNBMM OVNCFS PG PQUJDBM TPVSDFT BOE EFUFDUPST
PXJOH UP UIF JNQMJDBUJPOT JO UFSNT PG DPTU BOE DPNQMFYJUZ ăF MPX TPVSDFEFUFDUPS DPVOU
EFNPOTUSBUFE IFSF TVHHFTUT UIBU B TJOHMF 	QMBOBS
 PQUJDBM TPVSDF BOE QPJOU EFUFDUPS NBZ CF
DBQBCMF PG SFQSPEVDJOH JNBHFT PG PQUJDBM QBSBNFUFST XJUI TVCDFOUJNFUSF SFTPMVUJPO XJUI
UIF TDBOOJOH PG UIF BDPVTUJD GPDVT BDIJFWFE FMFDUSPOJDBMMZ CZ NFBOT PG B QIBTFE BSSBZ 4VDI
B TZTUFN XPVME CF NFDIBOJDBMMZ TUSBJHIUGPSXBSE BOE BWPJE NBOZ PG UIF DPTU BOE DPNQMFYJUZ
JTTVFT PG B NVMUJDIBOOFM %05 TZTUFN
3FDPOTUSVDUJPOT CBTFE EJSFDUMZ VQPO UIF "$ NFBTVSFNFOU UZQF BSF JO UIF BCTFODF PG
OPJTF DBQBCMF PG SFQSPEVDJOH B GBJS SFQSFTFOUBUJPO PG UIF VOEFSMZJOH BCTPSQUJPO QFSUVSCB
UJPOT " EJTBEWBOUBHF PG UIJT NFBTVSFNFOU UZQF JT UIF TJHOJđDBOU FSSPOFPVT BCTPSQUJPO JO
EJDBUFE OFBS UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS QPTJUJPO UIJT JT B EJSFDU DPOTFRVFODF PG UIF FYUSFNF
TFOTJUJWJUZ PG UIF NFBTVSFNFOU JO UIFTF SFHJPOT *G BO BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO XFSF QMBDFE
ƑƐ $PODVMTJPOT ƍƏƍ
'JHVSF ƑƎƏ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO USBOTNJTTJPONPEF DPOđHVSBUJPO XJUI 0.01%(VBTTJBO OPJTF
'JHVSF ƑƎƐ 3FDPOTUSVDUJPO PG UIF BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO ∆µa <N¢ƍ> VTJOH UIF 605
NPEVMBUJPO EFQUI +BDPCJBO JO USBOTNJTTJPO NPEF DPOđHVSBUJPO XJUI 1%(BVTTJBO OPJTF
ƑƐ $PODVMTJPOT ƍƏƎ
OFBS UIF TPVSDF PS EFUFDUPS UIF JOĔVFODF PG UIJT NFBTVSFNFOU DIBOHF XPVME EPNJOBUF UIF
SFTVMUJOH JNBHF
*O B SFDPOTUSVDUJPO FNQMPZJOHCPUI UIF"$BOE%$NFBTVSFNFOUT SFHVMBSJTBUJPOXPVME
TVQQSFTT UIF DPOUSJCVUJPOT GSPN UIF "$ NFBTVSFNFOUT JO XIJDI UIF QFSUVSCBUJPO GSPN UIF
%$ WBMVF JT CFMPX UIF OPJTF ĔPPS *O UIJT TFOTF UIF FOIBODFNFOU PG B %05 JNBHJOH TZTUFN
XJUI VMUSBTPVOE NPEVMBUFE DPSSFMBUJPO NFBTVSFNFOUT XJMM MFBE UP B XPSTFDBTF JNBHJOH SFT
PMVUJPO FRVJWBMFOU UP UIBU PG $8 %05 XJUI JNQSPWFE VMUSBTPVOE NPEVMBUFE SFTPMVUJPO
XIFSF OPJTF QFSNJUT ăF JOĔVFODF PG UIF IJHI SFHJPOT PG TFOTJUJWJUZ OFBS UIF TPVSDF BOE
EFUFDUPS SFNBJOT B QSPCMFN IPXFWFS
*O DPOUSBTU UIF NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU UZQF DPNQMFUFMZ TVQQSFTTFT TFOTJUJWJUZ
OFBS UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS QPTJUJPOT 'VSUIFSNPSF UIF JNBHF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT JT
DBQBCMF PG QSPEVDJOH BDDFQUBCMF SFTVMUT BU MFWFMT PG OPJTF IJHIFS UIBO JO UIF"$NFBTVSFNFOU
SFDPOTUSVDUJPO 4VQQSFTTJOH TFOTJUJWJUZ JO SFHJPOT DMPTF UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS NBZ CF
WBMVBCMF JO CJPNFEJDBM BQQMJDBUJPOT XIFSF QIZTJPMPHJDBM DIBOHFT JO B TVQFSđDJBM SFHJPO NBZ
PUIFSXJTF EPNJOBUF UIF NFBTVSFNFOU <ƍƏƌ>
ăF BNPVOU PG OPJTF BEEFE UP UIFTF SFDPOTUSVDUJPOT XBT DIPTFO UP FYQMPSF UIF MFWFM BU
XIJDI UIF SFDPOTUSVDUFE JNBHFT BSF EFHSBEFE UP UIF FYUFOU UIBU UIFZ OP MPOHFS QSPWJEFE BOZ
RVBMJUBUJWFMZ VTFGVM JOGPSNBUJPO *O UIF DBTF PG UIFNPEVMBUJPO EFQUINFBTVSFNFOU BDDVSBUF
	±10%
 SFDPOTUSVDUJPOTXFSF BDIJFWFEPO UIF BYJT PG PQUJDBM TFOTJUJWJUZXJUI BEEJUJWF OPJTF PG
1ſ BQQMJFE UP UIF TJNVMBUFE NFBTVSFNFOU EBUB ăF TJHOBM UP OPJTF SBUJP 	4/3
 PG BO BDUVBM
FYQFSJNFOU XJMM WBSZ TJHOJđDBOUMZ EFQFOEJOH VQPO UIF DIPTFO EFUFDUJPO NFDIBOJTN *O UIJT
XPSL QSJNBSJMZ DPOTJEFS BVUPDPSSFMBUJPO CBTFE 605 XIJDI DBO FNQMPZ QIPUPO DPVOUJOH
EFUFDUPSTTVDI TZTUFNT BSF JOIFSFOUMZ TIPUOPJTF MJNJUFE *O UIJT SFHJNF UIF BWBJMBCMF 4/3
JT QSPQPSUJPOBM UP UIF TRVBSF SPPU PG UIF EFUFDUFE TJHOBM MFWFM "CTPMVUF WBMVFT PG 1ſ BSF OPU
VOSFBTPOBCMF CVU UIJT JT IJHIMZ EFQFOEFOU VQPO UIF QSPQFSUJFT BOE HFPNFUSZ PG UIBU XIJDI
JT CFJOH QSPCFE *O CJPMPHJDBM UJTTVFT UIF PQUJDBM JOQVU QPXFSNBZ CFNBYJNJTFE BDDPSEJOH UP
SFMFWBOU TBGFUZ MJNJUT JO UIJT DBTF EFDSFBTJOH EFUFDUFE TJHOBM MFWFMT 	EVF UP TPVSDFEFUFDUPS HF
PNFUSZ PS UIF PQUJDBM QSPQFSUJFT PG UIFNFEJVN
 XJMM SFRVJSF UIBU UIF JOUFHSBUJPO UJNF PG UIF
NFBTVSFNFOU CF JODSFBTFE UIJT NBZ QPUFOUJBMMZ CFDPNF 	FYQFSJNFOUBMMZ PS DMJOJDBMMZ
 VOWJ
BCMF *OUFSGFSPNFUSJD NFUIPET TVDI BT EJHJUBM IPMPHSBQIZ VUJMJTF IFUFSPEZOF NJYJOH HBJO UP
BDIJFWF TIPUOPJTF MJNJUFE QFSGPSNBODF <Ƒƍ> JO UIJT DBTF UIF SFGFSFODF CFBN QPXFS NVTU CF
JODSFBTFE UP SFUBJO QFSGPSNBODF XJUI UIF SFRVJTJUF JODSFBTFT JO DPTU BOE TJ[F PG UIF DPIFSFOU
MBTFS SFRVJSFE GPS UIJT GVODUJPO EFDSFBTJOH UIF VUJMJUZ PG UIF UFDIOJRVF
*O TVNNBSZ XF IBWF EFNPOTUSBUFE UIBU TUBOEBSE UFDIOJRVFT GPS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO
JO %05 DBO CF TVDDFTTGVMMZ FNQMPZFE JO 605 ăF BMUFSOBUJWF NFBTVSFNFOU UZQFT BWBJMBCMF
JO 605 EFNPOTUSBUF TFOTJUJWJUZ XJUI B TJHOJđDBOUMZ JNQSPWFE TQBUJBM SFTPMVUJPO PWFS UIBU PG
DPOUJOVPVTXBWF %05 ăF NPEVMBUJPO EFQUI NFBTVSFNFOU UZQF BOE BTTPDJBUFE TFOTJUJW
JUZ GVODUJPOT EFNPOTUSBUF QBSUJDVMBSMZ BUUSBDUJWF RVBMJUJFT JO TVQQSFTTJOH UIF IJHI TFOTJUJWJUZ
DMPTF UP UIF TPVSDF BOE EFUFDUPS XIJMTU BMTP QSPWJEJOH CFUUFS OPJTF JNNVOJUZ UIBO EJSFDU VTF
PG UIF "$ NFBTVSFNFOU EBUB
$IBQUFS ƒ
'VUVSF XPSL BOE TVNNBSZ
ƒƍ 'VUVSF XPSL
ăFNFUIPET BOE UFDIOJRVFT QSFTFOUFE JO UIJT XPSL BOE UIPTF XIJDI JU SFGFSFODFT SFQSFTFOU
B đSTU TUFQ UPXBSET UIF DMJOJDBM BQQMJDBUJPO PG RVBOUJUBUJWF JNBHJOH JO 605 *O UIJT DIBQUFS
XF XJMM DPOTJEFS CPUI UIF DIBMMFOHFT GBDFE JO NPWJOH UPXBSET DMJOJDBM BQQMJDBUJPO BOE TPNF
TQFDJđD UFDIOJDBM FYBNQMFT PG IPX UIF EFWFMPQNFOU PG UIF GPSXBSE NPEFMT BOE JOWFSTJPO
UFDIOJRVFT QSFTFOUFE IFSF NBZ CF FYUFOEFE
ƒƍƍ 'PSXBSE NPEFMMJOH
*O UIJTXPSLXFIBWF DPOTJEFSFE UXP UZQFT PG GPSXBSENPEFMXIJDIXFNBZCSPBEMZ DBUFHPSJTF
BT TUBUJTUJDBM .POUF$BSMP TBNQMJOH PG UIF VOEFSMZJOH USBOTQPSU FRVBUJPO BOEEFUFSNJOJTUJD
đOJUFFMFNFOU TPMVUJPOT UP BQQSPYJNBUFE GPSNT PG UIF USBOTQPSU FRVBUJPO 8F DPOTJEFS UIF
QPUFOUJBM EFWFMPQNFOU PG CPUI
%FUFSNJOJTUJD NFUIPET
*O DIBQUFS Ɛ XF EFSJWFE B EJĈVTJPO TUZMF NPEFM PSJHJOBMMZ QSPQPTFE CZ 4BLBEßJʂ BOE 8BOH
<ƍƍƔ> ăJTNPEFM JT DMPTFMZ SFMBUFE UP FBSMJFS XPSL CZ8BOH JOXIJDI UIF BDPVTUPPQUJD QSPC
MFN XBT USFBUFE JO UIF TUZMF PG EJĈVTJOH XBWF TQFDUSPTDPQZ <ƍƏƑ> JOTPGBS BT UIF QIBTF JODSF
NFOUT BSF BWFSBHFE BOE VTFE XJUIJO B EJĈVTJPO TUZMF NPEFM PG MJHIU USBOTQPSU
8F EFNPOTUSBUFE UIBU UIF BDDVSBDZ PG UIFNPEFM DBO CF HSFBUMZ JNQSPWFE XIFO JODPSQP
SBUFE JOUP BNPSF BEWBODFE MJHIU USBOTQPSU NPEFM XF VTFE BO 4P3 NPEFM JO UIJT XPSL *G UIF
MJNJUBUJPOT PG UIF NPEFM JO UFSNT PG UIF NBYJNVN QFSNJTTJCMF QSFTTVSF BNQMJUVEFT BOE UIF
SFRVJSFNFOU (ka lUS)≫ 1 DBO CF BDDFQUFE JO B QSBDUJDBM TFUUJOH UIFO JU XPVME CF PG JOUFSFTU
UP FYQMPSF IJHIFS PSEFS 4PN  PS FWFO PN BQQSPYJNBUJPOT 4VDI BO JOWFTUJHBUJPO XPVME CF
SFMBUJWFMZ TUSBJHIUGPSXBSE HJWFO UIF FYUFOTJWF MJUFSBUVSF BWBJMBCMF JO UIF đFME PG EJĈVTF PQUJDT
BOE UIF XBZ UIBU XF IBWF TIPXO UIF "0 QIBTF JODSFNFOUT UP CF JOUFHSBUFE XJUI UIF MJHIU
USBOTQPSU NPEFM
ƍƏƏ
ƒƍ 'VUVSF XPSL ƍƏƐ
&WFO UIF TJNQMFTU EJĈVTJPO TUZMF NPEFMT EFWFMPQFE JO UIJT XPSL SFQSFTFOU B DPOTJEFSBCMF
DPNQVUBUJPOBM CVSEFO GPS B SFDPOTUSVDUJPO TDIFNF TJODF B QBJS 	GPSXBSE BOE BEKPJOU
 PG TP
MVUJPOT NVTU CF GPSNFE GPS FBDI VMUSBTPVOE MPDBUJPO GPS FBDI QPJOU PG MBH SFRVJSFE GPS UIF
TPMVUJPO *G UIF JOTPOJđDBUJPO HFOFSBUFT BO FYUSB DPSSFMBUJPO BCTPSQUJPO QFSUVSCBUJPO XIJDI
JT TVċDJFOUMZ TNBMM JU XPVME CF JOUFSFTUJOH UP TQMJU UIF TZTUFN NBUSJY JOUP UIF TUBUJD DPNQP
OFOU BCTFOU PG JOTPOJđDBUJPO TPMWF UIF TZTUFN BOE UIFO BQQSPYJNBUF UIF FĈFDUT PG UIF TNBMM
QFSUVSCBUJPO JO DPSSFMBUJPO BCTPSQUJPO EVF UP UIF BDPVTUJD đFME CZ B #PSO TFSJFT  UIBU JT UP
TBZ UIBU XF XPVME MJOFBSJTF UIF FĈFDUT PG UIF BDPVTUJD EFDPSSFMBUJPO PO UIF PQUJDBM đFME
"MUFSOBUJWFMZ XF DPVME UBLF BO JUFSBUJWF BQQSPBDI 	XIJDI XJUI GVSUIFS JOWFTUJHBUJPO JT
MJLFMZ UP CF SFMBUFE UP UIF #PSO TFSJFT
 *O PVS BQQMJDBUJPO XF XPVME SFQMBDF UIF TPMVUJPO PG
FRVBUJPO ƐƓƌ
A(τ)[x]G(τ) = q, 	ƒƍ

XJUI
[A0[x]+H(τ)]G(τ) = q, 	ƒƎ

XIFSF
A0[x]i j =
∫
Ω
∑
k
-
uD,k (r)Dk∇ui (r) ·∇uj (r)+ uµ,k (r)µa,k ui (r)uj (r)
/
Enr
+
1
2A
∫
δΩ
ui (r)uj (r) En−1r, 	ƒƏ

BOE
H(τ)i j =
∫
Ω
∑
k
uh,k (r)hk (τ)ui (r)uj (r) Enr. 	ƒƐ

ăF JOWFSTF PG UIF NBUSJY TVN JO UIF SFTVMUBOU FRVBUJPO DBO CF GPVOE JUFSBUJWFMZ UIF UFDI
OJRVF CFJOH EFTDSJCFE CZ .JMMFS <ƕƒ> 8F SFDPHOJTF UIBU JO QSBDUJDF TPMVUJPO PG UIF NBUSJY
FRVBUJPO JT OPU GPVOE CZ DPNQVUJOH UIF JOWFSTF PG UIF TZTUFN NBUSJY BOE PTUFOTJCMZ UIJT JT
SFRVJSFE GPS UIF QSPQPTFE NFUIPE *OTUFBE XF BOUJDJQBUF UIBU TJODF UIF NBUSJY OFFE POMZ CF
DPNQVUFE PODF GPS BMM JOTPOJđDBUJPO QSPđMFT B HSFBU EFBM PG DPNQVUBUJPOBM UJNF XPVME CF
TBWFE DPNQBSFE UP UIF QSFTFOU TPMVUJPO
&JUIFS PG UIFTF BQQSPBDIFT XPVME WBTUMZ EFDSFBTF UIF BNPVOU PG UJNF SFRVJSFE UP GPSN
UIF +BDPCJBO JO B MJOFBS PS TUSBJHIUGPSXBSE OPOMJOFBS JOWFSTJPO QSPDFEVSF BMUIPVHI UIF FG
GFDUT PO UIF BDDVSBDZ PG UIF SFTVMUJOH TPMVUJPO BSF VOLOPXO *OEFFE JG UIF +BDPCJBO JT UP CF
DBMDVMBUFE BOE SFHVMBSJTBUJPO UP CF BQQMJFE JU NBZ CF BQQSPQSJBUF UP JOUFHSBUF UIFTF JUFSBUJWF
BQQSPBDIFT JOUP UIF DBMDVMBUJPO PG UIF 47% PG UIF TZTUFN NBUSJY QSJPS UP BQQMJDBUJPO PG UIF
SFHVMBSJTBUJPO TJODF UIJTNBZ QSPWJEF TPNF JOEJDBUJPO PG UIF MFWFM PG JUFSBUJPO SFRVJSFE CFGPSF
DPOWFSHFODF JT SFBDIFE XJUI SFTQFDU UP UIF OPJTF ĔPPS PG UIF NFBTVSFNFOUT
4UBUJTUJDBM NFUIPET
8F EFNPOTUSBUFE JO DIBQUFS Ə BOE JO FBSMJFS XPSL <ƓƏ> UIBU B TJHOJđDBOU BNPVOU PG FYUSB
DPNQVUBUJPO JT SFRVJSFE JO B.POUF$BSMPNPEFM PG605 JO PSEFS UP DBMDVMBUF UIF"0QIBTF
ƒƍ 'VUVSF XPSL ƍƏƑ
JODSFNFOUT (JWFO UIF FODPVSBHJOH SFTVMUT TFFO JO DPVQMJOH BWFSBHFE QIBTF JODSFNFOUT XJUI
IJHIFS PSEFS MJHIU NPEFMT 	UIF 4P3 NPEFM PG DIBQUFS Ɛ
 JU NBZ CF JOUFSFTUJOH UP JODPSQP
SBUF UIFTF BWFSBHFE JODSFNFOUT JO B .POUF$BSMP MJHIU USBOTQPSU NPEFM ăJT XPVME WBTUMZ
JODSFBTF UIF TQFFE PG TJNVMBUJPO OPU POMZ EVF UP UIF SFEVDFE DPNQVUBUJPO SFRVJSFE CVU BMTP
CFDBVTF UIF MBSHF BDPVTUJD EBUBTFU DPVME CF SFEVDFE JO TJ[F 	TJODF QSPQBHBUJPO EJSFDUJPO JO
GPSNBUJPO JT OPU SFRVJSFE GPS BWFSBHFE QIBTF JODSFNFOUT

&WFOXJUI TVDI BQQSPYJNBUJPOT B.POUF$BSMP BQQSPBDI UP605 JNBHF SFDPOTUSVDUJPO
XJMM SFRVJSF BOPUIFS MBZFS PG QBSBMMFMJTBUJPO 	JF B DMVTUFS PG (16T
 UP BDIJFWF UIF OFDFTTBSZ
TJNVMBUJPO TQFFE GPS VTF JO BO JOWFSTJPO QSPDFTT .PSFPWFS .POUF$BSMP DPEFT PG UIF GPSN
EFTDSJCFE JO UIJT XPSL SFDPSE UIF ĔVFODF JO UIF EPNBJO XIJDI JG VTFE JO BO JOWFSTJPO QSP
DFTT TPNFXIBU OFHBUFT UIF FYUSB BDDVSBDZ BĈPSEFE CZ UIF .POUF$BSMP BQQSPBDI 	UIF TJN
QMJđDBUJPOT XFSF EFUBJMFE XIFO XF GPSNVMBUFE BO BQQSPYJNBUF BEKPJOU NFUIPE JO DIBQUFS
Ə

5P QSPQFSMZ FYQMPJU UIF USBOTQPSU RVBMJUJFT PG B .POUF$BSMP TPMVUJPO SFRVJSFT B NPEFM
XIJDI SFDPSET UIF 3$5&T đFME WBSJBCMF  	DPSSFMBUJPO
 SBEJBODF ăJT DPVME CF BDIJFWFE CZ
FYUFOEJOH FBDI TQBUJBM QPJOU PG UIF NFTI VTFE JO UIF EPNBJO SFQSFTFOUBUJPO PG UIF .POUF
$BSMP NPEFM JO UIJT XPSL XJUI BO BTTPDJBUFE BOHVMBS NFTI *G BDDFMFSBUFE TVċDJFOUMZ UIJT
XPVME CF PG TJHOJđDBOU JOUFSFTU OPU POMZ GPS 605 JOWFSTJPOT CVU BMTP XJUIJO UIF %05 BOE
1"5 DPNNVOJUJFT
ƒƍƎ ăF JOWFSTF QSPCMFN
0OF PG UIF NPTU JNNFEJBUF JOWFTUJHBUJPOT UP CF DPOTJEFSFE GSPN UIF DVSSFOU XPSL JT UP DPO
TJEFS UIF SFDPWFSZ PG UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU SBUIFS UIBO KVTU UIF BCTPSQUJPO DPFċDJFOU JO B
605 FYQFSJNFOU 5P EP TP XPVME JOWPMWF FYUFOEJOH UIF EFSJWBUJPO JO DIBQUFS Ƒ UP DPOTJEFS
UIF HSBEJFOU XJUI SFTQFDU UP UIF TDBUUFSJOH DPFċDJFOU BOE GPSNJOH B DPNQPVOE +BDPCJBO
BDDPSEJOHMZ " NPSF TVCUMF DPOTJEFSBUJPO JT UIBU PG VOJRVFOFTT  DBO DFSUBJO JOEFQFOEFOU
DIBOHFT JO UIF TDBUUFSJOH BOE BCTPSQUJPO DPFċDJFOUT MFBE UP UIF TBNF NFBTVSFE CPVOEBSZ
EBUB ăJT QSPCMFN JT DPNNPO UP NBOZ JOWFSTF QSPCMFNT BOE UIF BVUIPS PG B XPSL XIJDI
DPOTJEFST UIJT QSPCMFN JO %05 <ƍƍ> IBT TVHHFTUFE UBLJOH B TJNJMBS BQQSPBDI JO UIF 605
QSPCMFN
(JWFO UIF TVCTUBOUJBM JNQSPWFNFOUT EFNPOTUSBUFE VTJOH UIF 4P3 NPEFM PG DIBQUFS Ɛ JU
XPVME CF PG WBMVF UP SFGPSNVMBUF UIF JOWFSTJPO QSPDFEVSF VTJOH UIJTNPEFM 4VDI BO BQQSPBDI
IBT CFFO SFQPSUFE GPS %05 <Əƌ> BOE HPPE SFTVMUT XFSF GPVOE JO HFOFSBM UIPVHI JOTUBCJMJUZ
JO UIF TPMVUJPO XBT OPUFE GPS IJHIFS PSEFS BQQSPYJNBUJPOT *U JT VODMFBS XJUIPVU GVSUIFS
JOWFTUJHBUJPO JG TVDI QSPCMFNT XPVME CF FODPVOUFSFE JO B 605 JOWFSTJPO
*SSFTQFDUJWF PG B NPSF EFWFMPQFE VOEFSTUBOEJOH PG VOJRVFOFTT UIF QSFTFOU XPSL MFOET
JUTFMG UP CF EFWFMPQFE JOUP B OPOMJOFBS JUFSBUJWF JOWFSTJPO ăJT XPVME QFSNJU BCTPMVUF BOE
RVBOUJUBUJWF JNBHJOH " đSTU TUFQ XIJDI VUJMJTFT UIF UIFPSFUJDBM GSBNFXPSL EFWFMPQFE JO UIJT
UIFTJT NBZ CF JNQMFNFOUJOH B (BVTT/FXUPO BMHPSJUIN JO XIJDI UIF )FTTJBO JT BQQSPYJ
ƒƍ 'VUVSF XPSL ƍƏƒ
NBUFE VTJOH UIF +BDPCJBO XIJDI JUTFMG JT SFQFBUFEMZ SFDBMDVMBUFE BT UIF TPMVUJPO DPOWFSHFT
8F OPUFE FBSMJFS UIBU FWFO UIF NPTU DPNQVUBUJPOBMMZ CBTJD GPSXBSE NPEFMT QSFTFOUFE JO
UIJT XPSL SFRVJSF TJHOJđDBOU DPNQVUBUJPOBM FĈPSU CVU UIBU UIJT XPVME MJLFMZ CF WJBCMF JG UIF
QSPQPTFE JUFSBUJWF BQQSPBDI UP UIF BEEJUJPO PG UIF BDPVTUJDBMMZ JOEVDFE DPSSFMBUJPO BCTPSQ
UJPO XFSF JNQMFNFOUFE "MUFSOBUJWFMZ UIF BQQMJDBUJPO PG RVBTJ/FXUPO NFUIPET TVDI BT UIF
#SPZEFO'MFUDIFS(PMGEBSO4IBOOP BMHPSJUIN PS ,SZMPW TVCTQBDF NFUIPET TVDI BT DPOKV
HBUF HSBEJFOUT PS (.3&4 DPVME CF FYQMPSFE
ƒƍƏ 5PXBSET DMJOJDBM BQQMJDBUJPO
%FUFDUJPO NFDIBOJTNT BOE EBUB UZQFT
*O DIBQUFS ƎXF FYQMPSFE UIF MBSHFOVNCFS PG EFUFDUJPONFDIBOJTNT UIBU IBWF CFFO BQQMJFE UP
PS EFWFMPQFE GPS 605 &BDI PG UIFTF UFDIOJRVFT IBWF BEWBOUBHFT BOE EJTBEWBOUBHFT XIJDI
MFOE UIFNTFMWFT UP EJĈFSFOU BQQMJDBUJPOT JO CJPNFEJDBM JNBHJOH BOE JU JT UIVT EFTJSBCMF UIBU
UIF EFWFMPQNFOU PG BO JNBHF SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVF CF BQQMJDBCMF UP BT NBOZ FYJTUJOH BOE
GVUVSF UFDIOJRVFT BT QPTTJCMF
ăF đSTU EJċDVMUZ XIJDI JT FODPVOUFSFE JT UIBU UIF EJĈFSFOU UFDIOJRVFT FBDI HFOFSBUF
EBUB PG EJĈFSFOU GPSNT *O605 UIF GVOEBNFOUBM NFBTVSFNFOU JT UIBU PG UIF QPXFSTQFDUSBM
EFOTJUZ 	14%
 PG UIF PQUJDBM ĔVY FNBOBUJOH GSPN UIF NFEJVN CFJOH QSPCFE *O DPOUSBTU
DPOTJEFS UIF EBUB HFOFSBUFE CZ UISFF DPNNPO EFUFDUJPO NFDIBOJTNT
r "VUPDPSSFMBUJPO CBTFE UFDIOJRVFT TVDI BT UIPTF DPOTJEFSFE JO UIJT XPSL SFDPSE UIF
UJNF 	MBH
 EPNBJO JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO ăJT DBOCF USBOTGPSNFE UPQPXFSTQFDUSBM
EFOTJUZ CVU BCTPMVUF VOJUT BSF POMZ BWBJMBCMF JG UIF JOUFOTJUZ BVUPDPSSFMBUJPO GVODUJPO
JT VOOPSNBMJTFE BOE JG UIF PQUJDBM TZTUFN JT QSPQFSMZ DIBSBDUFSJTFE UP QFSNJU BQQMJDB
UJPO PG UIF 4FJHFSU SFMBUJPOTIJQ
r *OUFSGFSPNFUSJD UFDIOJRVFT BSF UZQJDBMMZ DBQBCMF PG EFUFSNJOJOH UIF ĔVY TIJĕFE CZ UIF
BDPVTUJD GSFRVFODZ 	PS JUT IBSNPOJDT
 "O BCTPMVUF NFBTVSFNFOU XJMM SFRVJSF LOPXM
FEHF PG UIF IFUFSPEZOF HBJO JO UIF TZTUFN
r 1IPUPSFGSBDUJWFNFBTVSFNFOU TZTUFNT EFQFOEJOHVQPO UIFJS DPOđHVSBUJPONBZNFB
TVSF UIF UPUBM AVONPEVMBUFE ĔVY PS BMUFSOBUJWFMZ UIF ANPEVMBUFE ĔVY ăJT NFBTVSF
NFOU JT TDBMFE CZ UIF NJYJOH HBJO PG UIF TZTUFN
*OEFFE UIF POMZ UFDIOJRVFT JO XIJDI UIF 14% DBO CF EJSFDUMZ NFBTVSFE BSF UIPTF XIJDI
FNQMPZ TPNF GPSN PG FYUSFNFMZ OBSSPXCBOE đMUFSJOH TVDI BT TQFDUSBMIPMF CVSOJOH
3BX QPXFS TQFDUSBMEFOTJUZ NBZ OPU CF UIF CFTU DBOEJEBUF GPS B TUBOEBSE NFBTVSFNFOU
UZQF OPU MFBTU CFDBVTF TPNF NFBTVSFNFOUT UFDIOJRVFT BSF VOBCMF UP NFBTVSF JU CVU BMTP
CFDBVTF JO B DMJOJDBM TFUUJOH OVNFSPVT QSBDUJDBM NBUUFST XJMM BĈFDU UIF BCTPMVUF RVBOUJUZ PG
ĔVY DPMMFDUFE ăJT JT BLJO UP UIF QSFGFSFODF GPS OPSNBMJTFENFBTVSFNFOU UZQFT JO đFMET TVDI
BT EJĈVTF PQUJDBM UPNPHSBQIZ
ƒƍ 'VUVSF XPSL ƍƏƓ
" NPSF TFOTJCMF TUBOEBSE XPVME CF UIBU PG UIF OPSNBMJTFE QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ XIFSF
JO UIF BCTFODF PG UIF BDPVTUJD NPEVMBUJPO UIF QPXFS JO UIF %$ DPNQPOFOU PG UIF ĔVY JT
OPSNBMJTFE UP VOJUZ *O UIF $8 DBTF UIJT JT FRVJWBMFOU UP LOPXMFEHF PG UIF nUI IBSNPOJD
NPEVMBUJPO EFQUIT FNQMPZFE JO UIJT XPSL BOE PUIFST .PTU PG UIF UFDIOJRVFT EJTDVTTFE JO
UIJT XPSL DBO CF NPEJđFE UP QSPWJEF UIJT EBUB UZQF
ăF QSFTFODF PG B 	EFGBDUP PS PUIFSXJTF
 TUBOEBSE EBUB UZQF XPVME QFSNJU B GPDVTFE BQ
QSPBDI UP UIF EFWFMPQNFOU BOE FWBMVBUJPO PG GPSXBSE NPEFMT JO 605 JO BEEJUJPO UP UIF
CFOFđUT JOIFSFOU JO EFWFMPQJOH B DPNNPO MBOHVBHF CFUXFFO SFTFBSDIFST FNQMPZJOH UIF WBS
JPVT UFDIOJRVFT
*NBHJOH TFOTJOH BOE UIF 605 BDPVTUJD TPVSDF
'VUVSF DMJOJDBM605EFWJDFTNBZ JODMVEF JNBHJOH TZTUFNTXIJDI TFFL UP SFDPWFS RVBOUJUBUJWF
JNBHFT PG PQUJDBM DPFċDJFOUT 	PS DISPNPQIPSF DPODFOUSBUJPOT
 XJUIJO B UISFFEJNFOTJPOBM
WPMVNF PS TJNQMFS TFOTJOH EFWJDFT XIJDI DBO CF UVOFE UP SFDPWFS B QPJOUXJTF NFBTVSFNFOU
3FDPOTUSVDUJPO XJMM CF FTTFOUJBM JO CPUI CVU QSBDUJDBM NBUUFST TVHHFTU EJĈFSFOU BQQSPBDIFT
NBZ CF UBLFO
*U JT MJLFMZ UIBU B DMJOJDBM 605 JNBHJOH TZTUFN XPVME CF CBTFE BSPVOE BO FYJTUJOH EJ
BHOPTUJD VMUSBTPVOE TZTUFN TJODF TVDI EFWJDFT DPOUBJO UIF IBSEXBSF UP TBGFMZ HFOFSBUF UIF
SFRVJTJUF BDPVTUJD đFME EJTUSJCVUJPOT XIJMTU TJNVMUBOFPVTMZ QSPWJEJOH FYUSB DMJOJDBMMZ SFMFWBOU
JOGPSNBUJPO JO UIF GPSN PG B TUBOEBSE FDIPHSBQIZ JNBHF *O UIJT TDFOBSJP UIF 605 BDPVTUJD
TPVSDF XPVME UBLF UIF GPSN PG B TIPSU QVMTF PG NPEFSBUF BNQMJUVEF XJUI B DFOUSF GSFRVFODZ
JO UIF ƍmƍƌ .)[ SBOHF -BUFSBM TDBOOJOH XPVME CF BDIJFWFE CZ CFBNGPSNJOH CZ UIF VM
USBTPVOE TZTUFN BOE EFQUI SFTPMVUJPO XPVME CF BDIJFWFE CZ UJNFHBUJOH UIJT BQQSPBDI
IBT CFFO EFNPOTUSBUFE VTJOH UIF QIPUPSFGSBDUJWF EFUFDUJPO NFDIBOJTN *O UIFTF QIZTJDBM
DJSDVNTUBODFT UIF EJĈVTJPO TUZMF BQQSPBDI UP UIF GPSXBSE NPEFMMJOH BOE SFDPOTUSVDUJPO PG
605 JNBHFT NBZ CF BQQMJDBCMF ăF DPNQVUBUJPOBM FċDJFODZ PG UIFTF UFDIOJRVFT XIJDI
BSF POMZ BQQMJDBCMF BU IJHIFS BDPVTUJD GSFRVFODJFT BSF LFZ UP BMMPXJOH WPMVNF SFDPOTUSVD
UJPOT XJUI TQBUJBM SFTPMVUJPO FRVJWBMFOU UP UIBU XIJDI DBO CF PĈFSFE CZ UIF TQBUJPUFNQPSBM
BDPVTUJD đFME EJTUSJCVUJPO QSPWJEFE CZ TVDI IBSEXBSF
"QPJOUXJTF TFOTJOH TZTUFNNBZCFEFWFMPQFE GSPN UIF HSPVOEVQXJUI BO BDPVTUJD USBOT
EVDFS TVJUBCMF GPS UIF TQFDJđD BQQMJDBUJPO 'PS FYBNQMF JO B EFWJDF EFTJHOFE UP BDIJFWF NFB
TVSFNFOU BU TJHOJđDBOU EFQUI JU NBZ CF QSVEFOU UP DIPPTF B MPXFS PQFSBUJOH GSFRVFODZ 	UP
NJOJNJTF BUUFOVBUJPO
 BOE IJHIFS QFBL QPXFS MFWFMT UIBO XPVME CF FNQMPZFE JO USBEJUJPOBM
EJBHOPTUJD VMUSBTPVOE 0OFNBZ BMTP DIPPTF UP FYQMPJU BDPVTUJD OPOMJOFBSJUZ UP EJSFDUMZ HFO
FSBUF IJHIFS IBSNPOJDT JO UIF 605 NFBTVSFNFOU XIJDI BSF DPOđOFE UP TNBMMFS WPMVNFT JO
UIF UJTTVF &BDI PG UIFTF EFTJHO DIPJDFT TVHHFTU UIBU EJĈVTJPO TUZMF NPEFMT NBZ CF JMMTVJUFE
BOE UIBU B USBOTQPSU NPEFM TIPVME CF FNQMPZFE JO UIF SFDPOTUSVDUJPO QSPDFTT UP QSPQFSMZ
DBQUVSF UIF VOEFSMZJOH QIZTJDT ăF WBTUMZ JODSFBTFE DPNQVUBUJPO FĈPSU SFRVJSFE UP FYFDVUF
TVDI NPEFMT NBZ CF PĈTFU JO UIJT DBTF CZ UIF SFRVJSFNFOU UP SFDPOTUSVDU QBSBNFUFST JO B
ƒƎ 4VNNBSZ ƍƏƔ
TJOHMF đYFE WPMVNF
"DPVTUJD NPEFMMJOH
ăF BDPVTUJD DPNQPOFOU PG 605 SFDFJWFT MJUUMF BUUFOUJPO JO UIF MJUFSBUVSF ăJT JT QFSIBQT
CFDBVTF UIF GPDVTFE PS QVMTFE USBOTEVDFST FNQMPZFE FYQFSJNFOUBMMZ DBO CF DIBSBDUFSJTFE CZ
IZESPQIPOF NFBTVSFNFOUT JO NFEJB PG TJNJMBS BDPVTUJD QSPQFSUJFT UP UIF 	PQUJDBMMZ JOIPNP
HFOFPVT
 605 QIBOUPNT XIJDI UIFZ TDBO ,OPXMFEHF PG UIF BDPVTUJD đFME EJTUSJCVUJPO JT
DSJUJDBM GPS JNBHF SFDPOTUSVDUJPO JO 605NPWJOH UPXBSET DMJOJDBM BQQMJDBUJPO XJMM SFRVJSF
HSFBUFS DPOTJEFSBUJPO PG UIF BDPVTUJD QSPQFSUJFT XJUIJO UIF CJPMPHJDBM UJTTVFT PG JOUFSFTU
*O UIF TJNQMFTU DBTFT PG JNBHJOH TPĕ UJTTVFT UIF QSJODJQMF DPODFSO XJMM CF UP BDDPVOU
QSPQFSMZ GPS BUUFOVBUJPO BT UIF VMUSBTPVOE QSPQBHBUFT 'PS B TJOHMF USBOTEVDFS QVMTFE NFB
TVSFNFOU NBEF BU NPEFSBUF QSFTTVSFT JU NBZ CF TVċDJFOU TJNQMZ UP SFTDBMF UIF NFBTVSFE
605 EBUB BDDPSEJOH UP UIF EJTUBODF USBWFMMFE CZ UIF QVMTF BU UIF JOTUBOU UIF EBUB JT SFDPSEFE
.FBTVSFNFOUT XJUI B GPDVTFE 	QVMTFE PS $8
 đFMENBZ SFRVJSF TPNF MFWFM PG TJNVMBUJPO UP
FOTVSF UIBU UIF SFHJPO PG JOUFSFTU JT BQQSPQSJBUFMZ JOTPOJđFE
ăF WFSZ QSFTFODF PG DPOUSBTU JO VMUSBTPVOE JNBHFT PG TPĕ UJTTVFT JOGPSNT VT UIBU TVDI
NFEJB BSF BDPVTUJDBMMZ JOIPNPHFOFPVT 5ZQJDBM BDPVTUJD SFĔFDUJPO DPFċDJFOUT CFUXFFO TPĕ
UJTTVFT TPĕ UJTTVFT TIPVME OPU DBVTF QSPCMFNT JO NBJOUBJOJOH TVJUBCMF BNQMJUVEFT GPS ESJWJOH
BDPVTUPPQUJD NPEVMBUJPO CVU BT QFS UIF DBTF PG BCTPSQUJPO TJNVMBUJPO NBZ CF SFRVJSFE UP
QSPQFSMZ VOEFSTUBOE UIF FĈFDUT PO B HJWFO GPDBM SFHJPO *O UIF DBTF PG BO JNBHJOH TZTUFN
JOUFHSBUFE XJUI BO VMUSBTPVOE TDBOOFS POF QPTTJCJMJUZ NJHIU CF UP VTF UIF JOGPSNBUJPO GSPN
B TUBOEBSE VMUSBTPVOE TDBO UP BUUFNQU UP BQQSPYJNBUF UIF BDPVTUJD JNQFEBODF NJTNBUDIFT
BOE UIVT UIF EJTUPSUJPO PG UIF BDPVTUJD đFME ESJWJOH UIF 605 NFBTVSFNFOU
ƒƎ 4VNNBSZ
6MUSBTPVOENPEVMBUFE PQUJDBM UPNPHSBQIZ JT B IZCSJE JNBHJOHNPEBMJUZ XJUI OVNFSPVT QP
UFOUJBM DMJOJDBM BQQMJDBUJPOT " HSFBU EFBM PG FĈPSU IBT CFFO FYQFOEFE CZ UIF SFTFBSDI DPNNV
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